
第五章 Laplace方程

Laplace方程(又称调和方程)和Poisson方程是最典型的椭圆型方程，它们具有广泛

的应用背景，譬如静电学中的电势以及牛顿万有引力理论中的引力势均满足这类椭圆

型方程(它们在静电学和引力理论中分别被称为静电场方程和静态引力场方程)。本章我

们介绍关于Laplace方程和Poisson方程的一些基本知识、方法和结果。在第一节中我们

介绍了Laplace方程和Poisson方程的导出以及定解条件的提法。在第二节中我们介绍变

分法，着重介绍在物理、力学等领域中具有重要应用的变分问题及变分原理(实际上，

许多常微分方程问题和数学物理方程的定解问题常常可归结为变分问题)。在第三节中

我们应用Green公式，建立了Laplace方程解的平均值定理，并证明了关于调和函数的

极值原理，进而应用该极值原理证明了第一边值问题解的唯一性和稳定性。在第四节

中，我们首先引入著名的Green函数，讨论了它的一些基本性质，并着重介绍了求解特

殊区域(球、半空间和圆)上的Laplace方程的第一边值问题解的表达式的静电源法。在

第五节中，我们利用在第四节中建立的Poisson公式进一步讨论了调和函数的另外一些

重要性质，譬如Harnack定理等等。在第六节中我们证明了Laplace方程的强极值原理，

并利用它讨论了Laplace方程的第二边值问题解的唯一性。

§ 1. 方程的导出及定解条件的提法

:::::::::::
Laplace方

:::
程(又称为

::
调

:::
和

::
方

:::
程)

4u ,
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= 0 (1.1)

和Poisson方程

4u ,
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= f(x1, · · · , xn) (1.2)

是最基本、但也是最重要的一类偏微分方程，其中u = u(x1, · · · , xn)是未知函

数，f(x1, · · · , xn)是一给定的已知函数。它们具有广泛的应用背景。下面我们

以n = 2, 3为例，讨论方程的导出以及定解条件的提法。

1.1 方程的导出

本小节我们讨论Laplace方程和Poisson方程的应用背景及方程的导出。

实例一：静电场的电势
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在静电学里我们知道，真空中的Gauss定律的微分形式是

div
−→
E =

1

ε0

ρ(x, y, z), (1.3)

其中
−→
E (x, y, z)是静电场的电场强度，ε0是真空中的介电常数，ρ(x, y, z)是电荷密度。注

意到静电场是无旋的，即

∇×−→E = 0 (等价地，curl
−→
E = 0), (1.4)

可知
−→
E = −∇u(x, y, z), (1.5)

其中u是
:::
电

:::
势(也称为

:::
电

:::
位

::
势)。将(1.5)式代入(1.3)式便得到

4u(x, y, z) = − 1

ε0

ρ(x, y, z). (1.6)

(1.6)式正是三维空间中的
:::::::::::
Poisson方

:::
程。假如所考虑的区域Ω内没有电荷，即ρ ≡ 0，则

可得三维空间中的
:::::::::::
Laplace方

:::
程

4u = 0. (1.7)

实例二：静态引力场的引力势

导出Laplace方程的另一个著名实例来自牛顿的万有引力理论。由牛顿的万有引

力定律可知，位于点P0 : (x0, y0, z0)处质量为m的质点对于位于点P : (x, y, z)处具有单

位质量的质点的引力
−→
F (x, y, z)其大小为

m

r2
，而作用的方向为

−−→
PP0，即作用方向沿着这

两点的连线指向P0点，其中r =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2表示点P0与点P的距

离。
−→
F (x, y, z)可以写成下述向量的形式

−→
F (x, y, z) = −m

r2

(
x− x0

r
,
y − y0

r
,
z − z0

r

)
. (1.8)

通常称向量值函数
−→
F为

:::
引

::
力

:::
场

:::
函

::
数。注意到(1.8)式，易知引力场函数

−→
F是势函数

u(x, y, z) =
m

r
(1.9)

的梯度函数，即
−→
F = ∇u.

事实上，除了允许相差一个任意常数外，势函数是唯一确定的。
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假设所考察的区域Ω上的密度函数为ρ(x, y, z)，则区域Ω 所产生的引力场应为其上所

有各点产生的引力场的叠加，因此，区域Ω上的质量所产生的总引力势为

u(x, y, z) =

∫∫∫

Ω

ρ(ξ, η, ζ)
dξdηdζ√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2
. (1.10)

直接计算可知，u在区域Ω外满足下述Laplace方程

4u = uxx + uyy + uzz = 0, (1.11)

而当ρ(x, y, z)满足Hölder连续性条件时，u在Ω内满足Poisson方程

4u = −4πρ. (1.12)

综合(1.11)式及(1.12)式可得引力势u满足的方程

4u =





0, 当(x, y, z) ∈ R\Ω时,

−4πρ, 当(x, y, z) ∈ Ω且 ρ(x, y, z)为Hölder连续时。
(1.13)

实例三：膜平衡方程

在第三章中我们研究了膜的振动方程

ρ
∂2u

∂t2
= T

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
+ F (t, x, y). (1.14)

特别地，当研究在不随时间而变换的外力F (x, y)作用下的膜的平衡问题时，膜的位移

函数u和时间t无关，此时方程(1.14) 可化为膜平衡方程

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= −F (x, y)

T
. (1.15)

(1.15)式就是二维的Poisson方程。

类似地，从第四章的讨论中，我们也可以看到当研究稳定状态的热传导问题时，也

会导致Poisson方程。特别地，在没有热源的情况下，就得到Laplace方程。

实例四：复变函数论中的解析函数

由复变函数理论知，一个解析函数的实部和虚部分别满足二维的Laplace方程。

在本章中我们主要介绍Laplace方程(1.1)和Poisson方程(1.2)的基本定解问题以及解

的一些基本性质。为此，我们引入
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定义1.1 Laplace方程(1.1)的连续解，即具有关于自变量的二阶连续偏导数且满足

方程(1.1)的连续函数，称为
:::
调

:::
和

::
函

:::
数。 ¤

注记1.1 在两个自变量的情形，调和函数的许多性质，已经在复变函数论中讨论过

了，这里就不再重复。下面的讨论主要集中在三维情形进行。 ¤

1.2 定解条件

为了在空间中的某一所考察的区域Ω中求解方程(1.1)或(1.2)，还必须提一些定解条

件(否则，一般来说解不唯一)。与前两章不同的是，由于此时方程以及其解与时间t无

关，所以定解条件只能提
::
边

:::
界

:::
条

::
件。这种定解问题称为

::
边

:::
值

:::
问

::
题。同前两章一样，对

方程(1.1)或(1.2)我们也可以提三种类型的边值问题，它们分别称为第一边值问题、第

二边值问题和第三边值问题。通常遇到最多的是第一边值问题和第二边值问题，因

此，本章我们着重介绍第一、二边值问题。

第一边值问题(也称为Dirichlet问题) 在空间Rn中的某一区域Ω的边界∂Ω上给

定一个连续函数g，求解这样的一个函数u = u(x1, · · · , xn)使得它在Ω内满足方

程(1.1)(或(1.2))，在Ω上连续，并且在∂Ω上满足

u|∂Ω = g. ¤ (1.16)

边界条件(1.16)称为
:::
第

:::
一

::
类

:::
边

::
界

:::
条

:::
件，也称为

::::::::::::
Dirichlet边

:::
界

:::
条

::
件。

第二边值问题(也称为Neumann问题) 设有一光滑的闭曲面Γ并在其上给一连续函

数g，求解这样的一个函数u = u(x1, · · · , xn)使得它在Γ 所围成的区域Ω的内部满足方

程(1.1)(或(1.2))，在Ω上连续，并且在Γ上的任一点沿着Γ的单位外法向量n的方向导

数
∂u

∂n
存在，并且满足

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= g. ¤ (1.17)

边界条件(1.17)通常称为
::
第

:::
二

::
类

:::
边

:::
界

::
条

:::
件，也称为

::::::::::::::
Neumann边

::
界

:::
条

:::
件。

在实际的应用中，我们还会经常遇到Dirichlet问题和Neumann问题的另一种提法。

譬如如果需要求解某物体外部介质的稳定的温度场时，此时问题就归结为求解区

域Ω(即物体所占据的区域)外的函数u使其满足三维的Laplace方程(1.1) (其中n = 3)和

边界条件u|∂Ω = g，其中g表示物体表面的温度分布函数，它是已知的。另一个典型

的例子来自流体力学。在研究流体力学中著名的绕流问题时，常常需要确定某有界

区域Ω外部流场的速度分布。如果所考虑的流体是位势流，即流场是有势的，换句话
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说，~u = ∇ϕ，其中~u是流体的速度函数，ϕ 是其速度势，而且所考察的流体是不可压

缩的，那么速度势ϕ在Ω的外部满足三维的Laplace方程(1.1) (其中n = 3)，并且在绕流

物体的边界∂Ω上满足
∂ϕ

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0.这样，决定Ω外部流场的速度分布问题就归结为一个

求解一个函数使其在曲面∂Ω外部满足三维Laplace方程，在∂Ω上满足所给的边界条件

的问题。类似的问题，在实际中还有很多，因此这种类型的问题具有重要的应用价

值，我们通常把这类问题称为
:::::::::::
Laplace方

:::
程

::
的

:::
外

:::
问

::
题。上述第一个例子中所提的问题称

为
::::::::::::
Dirichlet外

:::
问

::
题，而第二个例子中所提的问题称为

:::::::::::::
Neumann外

:::
问

::
题。

值得注意的是，Laplace方程的外问题与通常的Laplace方程的定解问题具有不同的

特点。譬如，记以原点为球心的单位球面为Γ，考察将Γ作为边界曲面的Dirichlet外问

题，其边界条件为

u|Γ = 1.

直接验证易知，函数u1 ≡ 1及u2 = (x2 + y2 + z2)−1/2都在单位球外满足Laplace方程且在

边界上满足边界条件。这个例子表明，如果在无穷远处不加限制，就不能保证相应的

外问题的解的唯一性。也就是说，为了保证外问题解的唯一性，必须在无穷远处对解

加以合适的限制。那么，一个自然的问题是如何在无穷远处对解加以限制？在三维情

形，通常需要解在无穷处的极限为零，即

lim
r→∞

u(x, y, z) = 0 (其中r =
√

x2 + y2 + z2). (1.18)

回到上述的例子，(1.18)式便排除了上面提到的解u1 ≡ 1.

下面以三维的Laplace方程为例，我们给出其外问题的确切提法。

Dirichlet外问题 在空间R3的某一闭曲面Γ上给定连续函数g，求解这样一个函

数u(x, y, z)使得(i)它在Γ的外部区域Q内满足Laplace方程；(ii)在Q ∪ Γ上连续；(iii)满足

衰减性条件(1.18)；(iv)在Γ上满足

u|Γ = g. ¤ (1.19)

Neumann外问题 在光滑的闭曲面Γ上给定连续函数g，求解这样的一个函数u(x, y, z)使

得(i)它在闭曲面Γ的外部区域Q 内满足Laplace方程；(ii)在Q ∪ Γ上连续；(iii)满足衰减

性条件(1.18)；(iv)在Γ上的任意一点沿着区域Q的单位外法向量ñ(指向曲面Γ的内部)的

法向导数
∂u

∂ñ
存在且满足

∂u

∂ñ

∣∣∣∣
Γ

= g. ¤ (1.20)

5



注记1.2 为了和外问题区别起见，我们有时也把第一、二边值问题分别称

为Dirichlet内问题和Neumann内问题。 ¤
注记1.3 实际上，对外问题而言，因为所考察的区域是无穷区域，因此无穷远处也

可以“看成”是所考察区域的特殊的“边界”，这样在无穷远处对解加以限制就很容

易理解了。 ¤
注记1.4 对一般的n维情形的Laplace方程，类似地可以引入其外问题的概念。 ¤
注记1.5 对于Poisson方程(1.2)的四种边值问题，只要求出Poisson方程的一个特

解，由叠加原理，就能化为Laplace方程(1.1) 的对应的边值问题。当f满足Hölder 连续

性条件时，这种特解是很容易构造的(譬如，以n = 3为例，(1.10)式就给出了一种构造

方法)。因此，我们以后主要讨论Laplace方程(1.1)的边值问题。 ¤

习 题

1. 设u(x1, · · · , xn) = f(r)(其中r =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n)是n维调和函数(既满足方

程ux1x1 + · · ·+ uxnxn = 0)，试证明

f(r) = c1 +
c2

rn−2
(n 6= 2),

f(r) = c1 + c2 ln
1

r
(n = 2),

其中c1, c2为任意常数。

2. 证明在球面坐标(r, θ, ϕ)下成立

4u =
1

r2

∂

∂r

(
r2∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
.

3. 证明在柱面坐标(r, θ, z)下成立

4u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2

∂2u

∂θ2
+

∂2u

∂z2
.

4. 证明下列函数都是调和函数：

(1) ax + by + c (a, b, c为常数);

(2) x2 − y2和2xy;

(3) x3 − 3xy2和3x2y − y3;

(4) shny sin nx，shny cos nx，chny sin nx和chny cos nx (n为常数);
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(5)
shx

chx + cos y
和

sin y

chx + cos y
.

5. 证明用极坐标表示的下列函数都满足Laplace方程：

(1) ln r和 θ;

(2) rn cos nθ和rn sin nθ(n为常数)；

(3) r ln r cos θ − rθ sin θ和r ln r sin θ + rθ cos θ.

6. 用分离变量法求解由下述Laplace方程的第一边值问题所描述的矩形平板(0 6 x 6
a, 0 6 y 6 b)上的稳定温度分布：





uxx + uyy = 0,

u(0, y) = u(a, y) = 0,

u(x, 0) = sin
πx

a
, u(x, b) = 0.

7. 举例说明在二维Laplace方程的Dirichlet外问题中，如对解u(x, y)不加在无穷远处

为有界的限制，那么定解问题的解就不是唯一的。
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§ 2. 变分法

在物理、力学等学科中，有些定律是关于能量取极大或极小的，这些定律与描述质

量、动量、热量等物理量为守恒或平衡的物理定律具有同等重要的作用。由第三、四

章的讨论可知，能量通常可以用积分的形式表示，这种积分表达式的极值问题(或称泛

函极值问题) 被称为
:::
变

::
分

:::
问

::
题。常微分方程问题、偏微分方程的定解问题常常可归结为

变分问题。譬如，Laplace方程或Poisson方程的定解问题可以由某些物理、力学的变分

问题导出，从而Laplace方程或Poisson方程的定解问题可归结为这些变分问题。因此，

求解变分问题就显得很重要。本节我们着重介绍与Laplace方程(或Poisson方程)相关的

变分问题和变分原理∗ 。变分原理的重要性在于它提供了研究偏微分方程边值问题的一

条新途径、一个新方法，同时它也提供了求解偏微分方程边值问题的解(包括近似解)的

方法。这种研究方法称为
::
变

:::
分

:::
法，它在理论研究和实际应用中具有十分广泛的应用背

景。变分法的核心思想就是
:::
将

:::
所

::
讨

:::
论

:::
的

::
偏

:::
微

:::
分

::
方

:::
程

:::
问

::
题

:::
转

:::
化

:::
为

::
求

:::
解

:::
相

::
应

:::
的

:::::
“积

:::
分

:::
表

::
达

:::::::::
式”(或

::
称

:::
能

:::
量

::
或

:::
称

:::
泛

::::::
函)的

::
极

:::
值

:::
问

::
题。

2.1 变分问题与Euler-Lagrange方程

在分析力学中，Hamilton变分原理告诉我们，对保守系统来说，依赖于广义

坐标qi(t)(i = 1, · · · , n)和广义速度q̇i(t)(i = 1, · · · , n)的Lagrange量L (t, qi, q̇i)在时间间

隔[t1, t2]上关于时间t的积分(通常称该积分为作用量)的
::
变

:::
分为零，即

δ

∫ t2

t1

L (t, qi, q̇i)dt = 0. (2.1)

利用上式以及两个端点的约束条件

δqi|t=t1 = 0, δqi|t=t2 = 0 (i = 1, · · · , n)

可得到与(2.1)式等价的
:::::::::::::
Lagrange运

:::
动

::
方

:::
程

:::
组

∂L

∂qi

− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
= 0 (i = 1, · · · , n). (2.2)

此外，(2.2)式又与牛顿运动方程相等价。

受(2.1)式的启发，我们引入变分问题并对其进行较详细的讨论。

在微积分中，求函数y = f(x)的极值是求自变量x的值使得当x取到这些值时，

函数f取到极大(或极小)值。大家知道，取得极值的必要条件是f ′(x) = 0(然后再

∗事实上，对波动方程、热传导方程有类似的讨论。
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由f ′′(x)是否小于(或大于)零来判断f(x)是否取得极大(或极小)值)。下面我们将这一思

想进行推广。

一、一元函数情形

设y = y(x)是在[a, b]上有定义的函数。考察下述积分表达式(或作用量)

I[y] ,
∫ b

a

F (x, y(x), y′(x))dx, (2.3)

其中F是一给定的函数。从(2.3)式易知，被积函数F依赖于函数y = y(x)，因而积分

值I[y]也依赖于函数y(x)。这种依赖关系不是传统的自变量和因变量之间的函数关系，

而是函数的函数，通常称为
:::
泛

:::
函。泛函的定义域是满足一定条件的函数的集合或空

间。变分问题的目的就是求泛函的极值，换句话说，就是求出某些函数y(x)使得泛

函I[y]取得极值。

变分问题本质上是求解一类微分方程问题。在本节中我们假定函数y(x)和F (x, y, y′)都

是适当光滑的函数。此外，在本小节中我们还假设函数y(x)在x的两端点处是固定的，

即

y(a) = y∗, y(b) = y∗ (2.4)

其中y∗和y∗是常数。下面我们要从满足条件(2.4)的函数集合中求出使得泛函I[y]取得

极值的函数y(x)所满足的微分方程。为此，我们设想函数y(x)本身做微小的改变记

为δy(x)，因此改变后的函数为y(x) + δy(x)。通常我们称δy(x)为函数y(x)的变分。注意

到

F (x, y + δy, y′ + δy′) = F (x, y, y′) +
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′,

则由(2.3)式易知

I[y + δy]− I[y] =

∫ b

a

(
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′

)
(x)dx.

上述积分式称为泛函I[y]的变分，记为δI[y]，即

δI[y] =

∫ b

a

(
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′

)
(x)dx. (2.5)

下面我们证明

引理2.1 泛函I[y]取得极值的必要条件是

∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
= 0. ¤ (2.6)
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证明 设函数y = y(x)使得泛函I[y]取得极值。特别地，取y(x)的变分为

δy(x) = εη(x), (2.7)

其中ε为小参数，而η(x)是充分光滑的任意函数并且满足

η(a) = η(b) = 0. (2.8)

条件(2.8)式是为了保证函数y + εη满足边界条件(2.4)式成立而假设的。见图2.1.

-

6

y(x)

y(x) + εη(x)

a b x0

y∗

y∗

y

图 2.1:函数y(x)与函数y(x) + εη(x)

显然，泛函

I[y + εη(x)] =

∫ b

a

F (x, y(x) + εη(x), y′(x) + εη′(x))dx (2.9)

可以看成参数ε的函数。又特别地，当ε = 0时，成立y(x) + εη(x) = y(x)。进一步又注

意到函数y(x)使得泛函I[y]取得极值。因此，当ε = 0时，关于ε的函数I[y + εη(x)] 取得

极值，于是应成立
dI[y + εη]

dε

∣∣∣∣
ε=0

= 0.

利用(2.9)式可得 ∫ b

a

(
∂F

∂y
η +

∂F

∂y′
η′

)
(x)dx = 0. (2.10)

注意到(2.8)式并应用分部积分，从(2.10)式可得

0 =

∫ b

a

(
∂F

∂y
η

)
(x)dx +

∂F

∂y′
η

∣∣∣∣
x=b

x=a

−
∫ b

a

[
d

dx

(
∂F

∂y′

)
η

]
(x)dx

=

∫ b

a

[
∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)]
(x)η(x)dx.
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又注意到函数η(x)的任意性，便得到

∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
= 0.

这就证明了引理2.1.证毕。 ¥
通常我们称方程(2.6)为

::::::::::::::::::::
Euler-Lagrange方

::
程，简称

:::::::
E-L方

:::
程。

二、多元函数情形

设泛函依赖于多元函数，譬如依赖于n元函数u(x1, · · · , xn)，即

I[u] =

∫
· · ·

∫

Ω

F (x1, · · · , xn, u(x1, · · · , xn), ux1(x1, · · · , xn), · · · , uxn(x1, · · · , xn)) dx1 · · · dxn,

(2.11)

其中Ω是Rn中的一个区域，并且我们假设在区域Ω的边界∂Ω上函数u的值是给定的，即

u|∂Ω = g(x1, · · · , xn), ∀ (x1, · · · , xn) ∈ ∂Ω. (2.12)

类似于引理2.1，我们有

引理2.2 泛函I[u]取得极值的必要条件是

∂F

∂u
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂F

∂uxi

)
= 0. ¤ (2.13)

证明 设函数u = u(x1, · · · , xn)使得泛函I[u]取得极值。同前一样，我们设想函

数u(x) , u(x1, · · · , xn)本身做微小改变，记为δu(x)，因而改变后的函数为u(x) +

δu(x)。同样δu(x)被称为函数u(x)的变分。特别地，取δu(x) = εη(x)，其中ε为一小参

数，η(x) = η(x1, · · · , xn)是适当光滑的任意函数且满足

η|∂Ω = 0. (2.14)

条件(2.14)是为了保证u + εη满足边界条件(2.12)式而假设的。类似于一元函数情形，应

成立
dI[u + εη]

dε

∣∣∣∣
ε=0

= 0.

注意到(2.11)式，从上式可得

∫
· · ·

∫

Ω

[
∂F

∂u
η +

n∑
i=1

∂F

∂uxi

ηxi

]
(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn = 0. (2.15)
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利用Green公式并注意到(2.14)式，从(2.15)式可得

0 =

∫
· · ·

∫

Ω

∂F

∂u
ηdx1 · · · dxn +

∫

∂Ω

η (∇DuF · ~n) ds−
∫
· · ·

∫

Ω

η
n∑

i=1

∂

∂xi

(
Fuxi

)
dx1 · · · dxn

=

∫
· · ·

∫

Ω

η

[
∂F

∂u
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(
Fuxi

)
]

dx1 · · · dxn,

(2.16)

其中η = η(x)是满足边界条件(2.14)式的、定义在Ω上的任意的适当光滑函数，∇DuF =

(Fux1
, · · · , Fuxn

)，而~n表示边界∂Ω的单位外法向量。进一步，注意到函数η的任意性，

从(2.16)式易知

∂F

∂u
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂F

∂uxi

)
= 0. (2.17)

这就证明了所要证的(2.13)式。证毕。 ¥
(2.13)式通常被称为泛函(2.11)的

:::::::::::::::::::
Euler-Lagrange方

:::
程，简称

:::::::
E-L方

::
程。

特别地，如果F具有下述形式

F =
1

2

n∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2

,

则其相应的E-L方程正是著名的Laplace方程，即

4u =
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= 0.

注记2.1 类似地，我们可以将泛函推广到依赖于多个函数的情形，即

I[u1, · · · , um] =

∫
· · ·

∫

Ω

F (x, u1(x), · · · , um(x), Du1(x), · · · , Dum(x))dx1 · · · dxn,

其中x = (x1, · · · , xn)，Dui =

(
∂ui

∂x1

, · · · ,
∂ui

∂xn

)
。上述泛函的

::::::::::::::::::::
Euler-Lagrange方

:::
程

::
组可类

似地求出，这里从略。另外，如果泛函不仅依赖于函数u的本身以及其一阶偏导数，而

且还依赖于函数u的高阶偏导数，那么对这种更加一般的情形，也可做类似的推广，留

给有兴趣的读者完成。 ¤

三、端点值可变的情形

在上面的两小段中，我们讨论了其端点或边界上的函数值固定情况下的变分问题，

本小段中我们讨论其端点或边界上的函数值是可变的情况。

首先考察泛函(2.3)在如下条件下的变分问题

y(a) = y0, y(b)是可变的, (2.18)
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这里y0是一给定的常数。下面我们证明，在端点x = b处函数y实际上也应满足某种边界

条件，而这种边界条件也可以从泛函(2.3)的极值条件中直接得出。

事实上，如果某曲线y = y(x)与所有在点x = b处的值可变的邻近曲线相比使得泛

函I[y]取得极值，那么在点x = b处取固定值y(b)的条件下该曲线y = y(x)与其它曲线

相比也应该使I[y]取得极值。因此，此时(2.3)式中的被积函数F (x, y(x), y′(x)) 仍然满

足E-L方程(2.16)式。类似地，取δy(x) = εη(x)，其中ε为小参数，η(x)是任意的适当光

滑的函数且满足条件

η(a) = 0. (2.19)

类似于(2.16)式的证明，由
dI[y + εη]

dε

∣∣∣∣
ε=0

= 0

可得
∂F

∂y′
η(x)

∣∣∣∣
b

a

+

∫ b

a

[
∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)]
η(x)dx = 0. (2.20)

注意到边界条件(2.19)式以及此时E-L方程(2.16)式仍然成立的事实，并利用η(b)的任意

性，从(2.20) 式可得
∂F

∂y′

∣∣∣∣
x=b

= 0. (2.21)

通常称边界条件(2.21)式为
:::
自

:::
然

::
边

:::
界

:::
条

::
件。自然边界条件给出了在端点b处y(b)与y′(b)之

间的关系。

最后，我们考虑泛函

I[u] =

∫∫

Ω

F (x, y, u(x, y), ux(x, y), uy(x, y))dxdy +

∫

∂Ω

G(s, u, us)ds, (2.22)

其中Ω是平面R2上的一个区域，s表示从边界线∂Ω上的某点算起的弧长，us =
∂u

∂s
，而

被积函数F，G都是已知的。类似于引理2.2的证明，我们有

引理2.3 泛函I[u](见(2.22)式)取得极值的必要条件是

∂F

∂u
− ∂

∂x

(
∂F

∂ux

)
− ∂

∂y

(
∂F

∂uy

)
= 0 (2.23)

以及在边界∂Ω上成立

[
∂F

∂ux

dy

ds
− ∂F

∂uy

dx

ds
+

∂G

∂u
− d

ds

(
∂G

∂us

)]∣∣∣∣
∂Ω

= 0. ¤ (2.24)
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引理2.3的证明类似于引理2.2的证明。只需在证明过程中注意到δu(x, y)在∂Ω上是任

意的便可导出自然边界条件(2.24)式。详细证明这里从略。

特别地，如果泛函(2.22)式中的F和G分别取为

F = u2
x + u2

y, G = σu2, (2.25)

其中σ是∂Ω上的已知函数但不依赖于函数u及其偏导数，那么此时的E-L方程为

4u = uxx + uyy = 0, (2.26)

而自然边界条件为 (
ux

dy

ds
− uy

dx

ds
+ σu

)∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

等价地， (
∂u

∂n
+ σu

)∣∣∣∣
∂Ω

= 0, (2.27)

其中n为边界∂Ω上各点的外法向量。显然，(2.27)式就是关于u的第三类边界条件，这

样(2.26) 式和(2.27)式就构成了Laplace方程具有第三类边界条件的定解问题。由此可以

看出，该定解问题可以作为一个变分问题的结果而导出。

对高维的情形，我们可做类似的推广，这里从略。

除了上述讨论的几类变分问题之外，还有带约束条件的变分问题，也就是在某些约

束条件下求泛函的极值问题。这里从略。

2.2 变分原理

变分原理在变分法、偏微分方程理论中具有十分重要的作用，它将求泛函极值的变

分问题与求偏微分方程的定解问题联系起来，为求解偏微分方程提供了一条新途径。

我们通过一个具体例子—薄膜的平衡问题，来介绍变分原理。

设有一处于张紧状态的薄膜，其水平位置为Oxy平面上的区域Ω，在区域Ω的边

界∂Ω上已知膜的垂直位移为g(x, y)。用函数u(x, y)表示膜上坐标为(x, y)的点在膜平

衡时的位移。此外，我们进一步假设膜的内部还受到垂直于水平位置(即垂直于平

面Oxy)的密度为f̃(x, y)的外力作用。下面我们讨论膜处于平衡状态时的形状。为此，

我们需要下面的力学中的基本原理之一——–最小总势能原理：

受外力作用的弹性体，在满足已知的边界位移约束的一切可能位移中，平衡状态时

的位移使得物体的总势能达到最小。
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根据弹性力学理论，我们知道

总势能 =应变能−外力做的功,

即

V =

∫∫

Ω

{
T

2

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
]
− f̃u

}
dxdy,

其中T为膜的张力的大小(参见第三章第六节中的(6.7)式)。以J(u)表示总位能，忽略常

数因子，J(u)可写成

J(u) =

∫∫

Ω

{
1

2

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
]
− fu

}
dxdy, (2.28)

其中f =
f̃

T
.

因为膜在边界上的垂直位移是给定的(即为已知的函数g(x, y))，所以，“一切可能

的位移”就是指所有具有一定的光滑性且在边界上垂直位移为g的位移函数。如果引入

函数集合

V0 =
{
v|v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), v|∂Ω = g

}
, (2.29)

则一切可能的位移函数正好构成V0中元素的全体。于是，最小总势能原理可用下述数

学形式表述：如果u是使得薄膜处于平衡状态的位移函数，那么u ∈ V0且满足

J(u) = min
v∈V0

{J(v)} . (2.30)

正如上一小节所讨论的那样，变分问题和Laplace方程或Poisson方程的边值问题有

密切的联系。对于变分问题(2.30)和下述的定解问题



−4u = f,

u|∂Ω = g,
(2.31)

我们有

定理2.1 (变分原理或称Dirichlet原理) 如果满足(2.30)式的函数u ∈ V0存在，那么它

一定满足(2.31)式；反之，如果u是定解问题(2.31)属于V0的解，那么u一定也是变分问

题(2.30)的解。 ¤
证明 如果u是变分问题(2.30)的解，并注意到此时相应于(2.11)式中的被积函数F具

有下述形式

F =
1

2

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
]
− fu,
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那么由(2.13)式可得由(2.28)式所确定的泛函的E-L方程

4u + f = 0.

另一方面，又注意到u ∈ V0，由V0的定义(见(2.29)式)可知

u|∂Ω = g.

因此，u是定解问题(2.31)的解。

反之，如果u ∈ V0并且是Poisson方程的定解问题(2.31)的解，那么对任意给定的函

数w ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)且w|∂Ω = 0成立

∫∫

Ω

(4u + f)wdxdy = 0.

利用Green公式(详见下一节)易知

∫∫

Ω

(
∂u

∂x

∂w

∂x
+

∂u

∂y

∂w

∂y
− fw

)
dxdy = 0. (2.32)

任给v ∈ V0，令w = v − u. 显然，此时成立

w ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) 且 w|∂Ω = 0, (2.33)

于是，对这样的w，(2.32)式成立。直接计算J(v)并利用(2.32)式可得

J(v) = J(u + w) = J(u) +

∫∫

Ω

(
∂u

∂x

∂w

∂x
+

∂u

∂y

∂w

∂y
− fw

)
dxdy

+
1

2

∫∫

Ω

[(
∂w

∂x

)2

+

(
∂w

∂y

)2
]

dxdy

= J(u) +
1

2

∫∫

Ω

[(
∂w

∂x

)2

+

(
∂w

∂y

)2
]

dxdy.

注意到(2.33)式，我们有

J(v) > J(u),

并且等号当且仅当w ≡ 0时成立。这样我们就证明了u满足(2.30)式，也就是说，u也是

变分问题(2.30)的解。定理2.1证毕。 ¥
变分原理给我们研究偏微分方程的边值问题提供了一个新方法。但是变分原理(即

定理2.1)本身并没有告诉我们J(v)是否存在使其取得极小值的元素，更没有告诉我
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们J(v)是否在V0中取到极小值。因此，如果要用变分方法来研究Poisson方程的定解问

题(2.31), 尚有一系列基础性的工作要做。随着近代数学的发展，诸如积分(2.28)在哪种

函数集合中确实存在极小值等问题都给予了详细的论述和严格的论证，从而确立了变

分原理在偏微分方程理论中的重要作用，并进一步发展成为一个新的分支—变分法。

2.3 变分问题与定解问题的求解

从上面的讨论可知，泛函的变分问题可以归结为带有一定的边界条件的E-L方程，

如果将定解问题的(常、偏)微分方程看作为某变分问题的E-L方程，那么解出这个变分

问题就得到原来定解问题的解。下面我们通过一个具体例子来介绍如何将定解化为一

个变分问题，最后介绍一种求解变分问题的方法。

一、化定解问题为变分问题

我们仅以下面的定解问题为例来说明如何将适当的定解问题归结为变分问题。考察

下述定解问题

(4+ k2)u = −f (在 Ω上), (2.34)
(

∂u

∂n
+ σu

)∣∣∣∣
∂Ω

= g, (2.35)

其中Ω是Rn中的一区域，其边界记为∂Ω，k为常数，f是定义在Ω上的已知函数，g是定

义在区域Ω的边界∂Ω上的已知函数，σ是定义在∂Ω上已知函数，而n是边界∂Ω上各点的

外法向量。

定义如下泛函

Ĩ[u] ,
∫∫

Ω

u
{
(4+ k2)u + 2f

}
dx. (2.36)

利用Green公式(详见下一节)，即对任意的u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)成立

∫∫

Ω

∇u · ∇vdx =

∫

∂Ω

v
∂u

∂n
ds−

∫∫

Ω

v4udx, (2.37)

我们有

Ĩ[u] =

∫

∂Ω

u
∂u

∂n
ds−

∫∫

Ω

|∇u|2dx +

∫∫

Ω

k2u2dx + 2

∫∫

Ω

fudx. (2.38)

利用边界条件(2.35)，上式可写成

Ĩ[u] =

∫

∂Ω

guds−
∫

∂Ω

σu2ds−
∫∫

Ω

|∇u|2dx +

∫∫

Ω

k2u2dx + 2

∫∫

Ω

fudx.
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对上述泛函求变分并利用(2.37)式可得

δĨ[u] = 2

∫∫

Ω

[(4+ k2)u + f ]δudx− 2

∫

∂Ω

∂u

∂n
δuds− 2

∫

∂Ω

σuδuds +

∫

∂Ω

gδuds

= 2

∫∫

Ω

[(4+ k2)u + f ]δudx−
∫

∂Ω

gδuds,

其中上式最后一步利用了边界条件(2.35)式。因此，为了得到方程(2.34)我们取如下泛

函代替由(2.36)式所定义的泛函Ĩ[u]

I[u] , Ĩ[u] +

∫

∂Ω

guds

=

∫∫

Ω

u{(4+ k2)u + 2f}dx +

∫

∂Ω

guds.

(2.39)

这样，原定解问题(2.34)-(2.35)可归结为边界条件(2.35)下泛函(2.39)的变分问题。

二、Rayleigh-Ritz方法

求解变分问题，目前已发展了不少的方法。下面我们简单介绍一种求泛函极值的近

似方法，被称为
::::::::::::::::::
Rayleigh-Ritz方

:::
法。我们仅以如下的泛函求极小值为例来说明这种近似

方法的基本思想。事实上，下面介绍的方法对于前述的各种形式的泛函均适用。

考虑下述泛函的极小值问题

I[y] ,
∫ b

a

F (x, y(x), y′(x))dx (2.40)

y(a) = y∗, y(b) = y∗, (2.41)

其中y∗和y∗是两个常数。选取含有n个参数c1, c2, · · · , cn并满足边界条件(2.41)式的试验

函数，记为

ỹ(x) = ϕ(x; c1, · · · , cn), (2.42)

作为函数y(x)，并将它代入泛函(2.40)式，这样I[ỹ]成为参数c1, · · · , cn的函数，记之

为I[c1, · · · , cn].由函数取极值的条件

∂I[c1, · · · , cn]

∂ci

= 0 (i = 1, 2, · · · , n)

可求得使泛函I[ỹ]取极小值的一组参数值ci (i = 1, 2, · · · , n)，于是，这时的函数(2.42)就

是原问题(2.40)-(2.41)的近似解。

这种方法的关键在于
:::
选

:::
取

::
适

:::
当

:::
的

::
满

:::
足

::
边

:::
界

:::
条

::
件

:::
的

::
试

:::
验

:::
函

::
数。
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习 题

1. 考虑下述泛函

I[y] =

∫ b

a

F (x, y, y′, y′′)dx

而且

y(a) = y1, y(b) = y2, y′(a) = y3, y′(b) = y4,

其中yi (i = 1, 2, 3, 4)是常数。证明其E-L方程为

∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
+

d2

dx2

(
∂F

∂y′′

)
= 0.

2. 求下列泛函的极值曲线

(1) I[y] =
∫ b

a

√
y(1 + y′2)dx;

(2) I[y] =
∫ b

a

y′2

x3
dx;

(3) I[y] =
∫ b

a
(x2 − y2 + y′′2)dx.

3. 求下述泛函的E-L方程组

I[y, z] ,
∫ b

a

F (x, y(x), z(x), y′(x), z′(x))dx

而且

y(a) = y1, y(b) = y2, z(a) = z1, z(b) = z2,

其中y1, y2, z1, z2是常数。

4. 设

J(v) =

∫∫∫

Ω

1

2

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2
]

dxdydz +

∫∫

Γ

{
1

2
σu2 − gu

}
ds,

考察变分问题：求u ∈ V，使

J(u) = min
v∈V

J(v),

其中V = C2(Ω) ∩ C1(Ω). 试导出与其等价的边值问题，并证明它们的等价性。
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§ 3. 调和函数

本节我们介绍调和函数及其一些重要性质，譬如平均值公式和极值原理。首先我

们介绍Green第一公式和第二公式，这两个公式在今后的讨论中具有广泛的应用，利

用Green公式我们导出了调和函数的基本积分公式，在此基础上我们证明了调和函数

的平均值定理，然后利用该定理我们介绍并证明了调和函数的另一个基本而重要的性

质—极值原理，最后利用极值原理我们讨论了Laplace方程的Dirichlet内问题和外问题

解的唯一性及稳定性。

3.1 Green公式

设Ω是R3中的以充分光滑的曲面Γ为边界的有界区域(可以是单连通区域，也可以是

多连通区域)，而P (x, y, z), Q(x, y, z)和R(x, y, z)是定义在Ω , Ω ∪ Γ上的任意的连续函

数且在Ω内有连续的偏导数，则成立

∫∫∫

Ω

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dV =

∫∫

Γ

(Pα1 + Qα2 + Rα3) dS, (3.1)

其中dV是体积微元，dS是曲面Γ上的面积微元，而

−→α = (α1, α2, α3) = (cos(~n, x), cos(~n, y), cos(~n, z)), (3.2)

这里~n表示Γ的外法线方向。

设u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω). 在(3.1)式中令

P = u
∂v

∂x
, Q = u

∂v

∂y
, R = u

∂v

∂z
,

可得 ∫∫∫

Ω

u4vdV =

∫∫

Γ

u
∂v

∂n
dS −

∫∫∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y
+

∂u

∂z

∂v

∂z

)
dV, (3.3)

其中

4 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
,

∂

∂n
= α1

∂

∂x
+ α2

∂

∂y
+ α3

∂

∂z

即4为Laplace算子，而
∂

∂n
表示外法向方向导数。通常称(3.3)为Green第一公式。

在(3.3)式中将函数u和v的位置相交换可得

∫∫∫

Ω

v4udV =

∫∫

Γ

v
∂u

∂n
dS −

∫∫∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y
+

∂u

∂z

∂v

∂z

)
dV. (3.4)
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(3.3)式两端和(3.4)式两端分别相减便得到

∫∫∫

Ω

(u4v − v4u)dV =

∫∫

Γ

(
u

∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS. (3.5)

我们称(3.5)式为Green第二公式。Green公式在今后的讨论中要经常用到。

3.2 基本积分公式

利用Green公式，我们首先求出调和函数的积分表达式。为此，我们考察函数

v = r−1
P0P

=
[
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2
]−1/2

, (3.6)

其中P0 , (x0, y0, z0)是区域Ω内的某一给定的点，而P , (x, y, z)是可变的点。容易验

证，函数v =
1

r
P0P

除在P0点处它处处满足Laplace方程

4u = uxx + uyy + uzz = 0. (3.7)

该函数在三维Laplace方程(3.7)的研究中具有重要作用，因此，我们称它为三维Laplace方

程的
:::
基

:::
本

:::
解。注意到函数v在区域Ω内有一个奇点P0，因此我们对v不能直接应

用Green公式。为了应用Green公式，我们在Ω内除去一个以P0为中心、以充分小的

正数ε为半径的小球Bε的区域(即Ω \Bε)上考虑，因为在此区域(即Ω \Bε)中函数v是连续

可导的。于是在区域Ω \Bε上对调和函数u和上述的函数v应用Green第二公式(3.5)可得

∫∫∫

Ω\Bε

(
u4r−1 − r−14u

)
dV =

∫∫

Γ∪∂Bε

(
u
∂r−1

∂n
− r−1 ∂u

∂n

)
dS, (3.8)

其中∂Bε表示小球Bε的球面。一方面，注意到在区域Ω \Bε内成立

4u = 0, 4r−1 = 0. (3.9)

另一方面，注意到在球面∂Bε上，成立

∂r−1

∂n
= − ∂

∂r

(
1

r

)
=

1

r2
=

1

ε2
,

于是， ∫∫

∂Bε

u
∂r−1

∂n
dS =

1

ε2

∫∫

∂Bε

udS = 4πu, (3.10)

其中u表示函数u在球面∂Bε上的平均值。类似地，有

∫∫

∂Bε

1

r

∂u

∂n
dS =

1

ε

∫∫

∂Bε

∂u

∂n
dS = 4πε

∂u

∂n
, (3.11)
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其中
∂u

∂n
表示函数

∂u

∂n
在球面∂Bε上的平均值。因此，从(3.8)式我们得到

∫∫

Γ

(
u
∂r−1

∂n
− r−1 ∂u

∂n

)
dS + 4πu− 4πε

∂u

∂n
= 0.

令ε → 0，可得

u(P0) = − 1

4π

∫∫

Γ

(
u(P )

∂

∂n

(
1

r
P0P

)
− 1

r
P0P

∂u(P )

∂n

)
dSP . (3.12)

上式表明，对于在Ω上有一阶连续偏导数的调和函数u，它在区域Ω内的任一点P0处的

值可以通过积分公式(3.12)式用该函数及其法向导数在区域边界Γ上的值给出。通常我

们称(3.12)式为调和函数u的基本积分公式。

上面的推导是在假设所考察的点P0在区域Ω内进行的。如果点P0在Ω外或落在Ω的边

界Γ上，可类似地给出其基本积分公式。把这三种情形下的基本积分公式综合起来可写

成如下形式

∫∫

Γ

[
u

∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r

∂u

∂n

]
dS =





0 P0 ∈ R3\Ω,

−2πu(P0) P0 ∈ Γ,

−4πu(P0) P0 ∈ Ω,

(3.13)

如果u在Ω上有连续的一阶偏导数，而在Ω内满足Poisson方程

4u = f, (3.14)

类似于(3.12)，我们有

u(P0) = − 1

4π

∫∫

Γ

(
u(P )

∂

∂n

(
1

r
P0P

)
− 1

r
P0P

∂u(P )

∂n

)
dSP − 1

4π

∫∫∫

Ω

f(P )

r
P0P

dVP . (3.15)

积分公式(3.15)的证明，这里从略。

注意到(3.12)式，易知(3.15)式中的右端第一项是一个调和函数。于是，利用叠加原

理可得

v(P0) , − 1

4π

∫∫∫

Ω

f(P )

r
P0P

dVP (3.16)

是Poisson方程(3.14)的一个特解。

3.3 基本性质

首先我们利用Green公式给出调和函数的如下重要性质。
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定理3.1 假设函数u在以曲面Γ为边界的区域Ω内满足Laplace方程(即u在Ω内是调和

函数)，并且在Ω , Ω ∪ Γ上有一阶连续的偏导数，那么成立
∫∫

Γ

∂u

∂n
dS = 0. ¤ (3.17)

证明 只需在公式(3.5)中取u为所给的调和函数，而取v ≡ 1，便得到所要证

的(3.17)式。证毕。 ¥
由定理3.1立即得到

推论3.1 Laplace方程的定解问题(即带Neumann边界条件的内问题)



4u = 0 (x ∈ Ω),

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= f (x ∈ Γ)

有解的必要条件是边界条件f满足
∫∫

Γ

fdS = 0. ¤

其次我们利用调和函数的基本积分公式来证明调和函数的平均值公式，该公式反映了

调和函数的另一重要特性。

定理3.2 (平均值公式) 设u是R3中某区域Ω内的调和函数，P0是Ω内的任意给定的一

点，那么对以P0为球心、以a为半径且完全落在区域Ω内部的球面∂Ba，成立

u(P0) =
1

4πa2

∫∫

∂Ba

udS. ¤ (3.18)

证明 将公式(3.12)应用到点P0以及球面∂Ba上，可得

u(P0) = − 1

4π

∫∫

∂Ba

(
u(P )

∂

∂n

(
1

r
P0P

)
− 1

r
P0P

∂u(P )

∂n

)
dSP . (3.19)

注意到在球面∂Ba上

r
P0P

= a.

于是，由定理3.1知
∫∫

∂Ba

1

r
P0P

∂u(P )

∂n
dSP =

1

a

∫∫

∂Ba

∂u(P )

∂n
dSP = 0. (3.20)

另一方面，注意到

∂

∂n

(
1

r

)∣∣∣∣
∂Ba

=
∂

∂r

(
1

r

)∣∣∣∣
∂Ba

= − 1

r2

∣∣∣∣
∂Ba

= − 1

a2
,
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我们有 ∫∫

∂Ba

u
∂

∂n

(
1

r

)
dS = − 1

a2

∫∫

∂Ba

udS. (3.21)

这样，利用(3.20)式和(3.21)式，从(3.19)式可得

u(P0) =
1

4πa2

∫∫

∂Ba

udS.

这正是所要证明的(3.18)式。证毕。 ¥
注记3.1 在证明定理3.2的过程中，我们利用了基本积分公式(3.12)，而公式(3.12)是

在假设函数u在球面上的方向导数
∂u

∂n
存在的情形下推导出来的。如果仅仅假设函

数u(P )在Ω上连续，在Ω内是调和的，那么仅根据上式的讨论，我们还不能断言对于一

个同Γ相切的球面∂Ba也有(3.18)式成立。但是，注意到公式(3.18)对任意一个a < a0的

球面∂Ba总是成立的(见图3.1)，通过取极限a → a0，便可得到对球面∂Ba0也成立公

式(3.18)的结论。 ¤

Ω

P0

Γ

∂Ba
∂Ba0

a

a0

图 3.1:具有同一球心的球面∂Ba和∂Ba0

3.5 极值原理

极值原理是调和函数的另一重要特性。通俗地讲，
:::
不

:::
恒

::
等

:::
于

:::
常

::
数

:::
的

::
调

:::
和

:::
函

::
数

:::
不

:::
可

::
能

:::
在

::
区

:::
域

:::
内

::
部

:::
取

:::
到

::
最

:::
大

:::
或

:::
最

::
小

:::
值。譬如，以稳定的温度场为例，热量由外面流入介质，

经过介质内部而流出，进而达到平衡状态。显然，当介质内部没有热源时，温度分布

不可能在介质内部有最高点或最低点，否则的话，由于热量要从温度高的地方流向温
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度低的地方，这样就会破坏温度的平衡分布状态，因此，温度分布的最高点和最低点

必落在介质的边界上。上述事实可以由下述定理准确地描述出来。

定理3.3 (极值原理) 设Ω是R3中的连通区域，u = u(x, y, z)是定义在Ω上的不恒等

于常数的调和函数，则它在区域Ω 上的任何内点上的值不可能是u在Ω上的上界或下

界。 ¤
证明 只需对上界的情形进行证明即可。因为如果上界情形获证，只需注意

到−u是Ω上的调和函数，因而它在Ω的内部不可能取到它的上界，所以u也不可能

在Ω内部取到它的下界。

用反证法证明。设调和函数u不恒为常数，且在Ω上的上界为m(如果其上界不存

在，则定理3.3的结论自然成立)。现假设u在Ω中的某一内点，记为P0，取到m，下面我

们推出矛盾。

以P0为球心，以r > 0为半径作球Br，这里r是任意正数，但要求球Br要完全落在区

域Ω中。现在我们断言：在球Br的球面∂Br上成立u ≡ m。事实上，如果u在球面∂Br上

的某一点P处其值小于m，则由u的连续性，必存在P点在球面∂Br上的一个邻域使得在

该邻域内有u < m。因此，u在球面∂Br上的平均值应满足

1

4πr2

∫∫

∂Br

udS <
1

4πr2

∫∫

∂Br

mdS = m. (3.22)

但是，由平均值公式(3.18)知

1

4πr2

∫∫

∂Br

udS = u(P0) = m.

这显然与(3.22)式矛盾。故在球面∂Br上成立u ≡ m。类似可证，对以P0为球心，以任

意的r̃ 6 r为半径的球面∂Br̃上成立u ≡ m。因此，在整个球Br上成立u ≡ m。

现在证明对Ω中的所有点场成立u = m。任取一点P ∈ Ω，在Ω区域内做连接两

点P0和P1的折线l以及完全落在Ω区域内的有限个球Bri
(i = 1, · · · ,m)使得∪m

i=1Bri
⊇

l且Br1的球心为P0，Br2的球心落在Br1内，· · ·，Brn的球心落在Brn−1内(见图3.2)。利用

上面的方法，我们
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P0

Br1 P1

Br2

Pm
P

Brm

图 3.2:曲线l和覆盖它的有限个球Bri

可以依赖证明在每个球Bri
(i = 1, · · · ,m)中均成立u = m。特别地，在P点处也成

立u(P ) = m。又注意到P的任意性可知，在整个Ω区域上均成立u ≡ m。这和函数u不

恒等于常数相矛盾。故u在Ω内部不可能取到它的上界。证毕。 ¥
推论3.2 设函数u在有限区域Ω内是调和的，且在Ω上连续，则u必在Ω的边界∂Ω上

取得其最大值和最小值。 ¤
推论3.3 设u和v都是区域Ω内的调和函数且在Ω上连续。如果在Ω的边界∂Ω上成

立u 6 v，那么在Ω内也成立上式不等式，即

u(x, y, z) 6 v(x, y, z), ∀ (x, y, z) ∈ Ω.

特别地，只有在边界∂Ω上成立u ≡ v，在Ω内才会有等号成立的可能。 ¤

3.5 Laplace方程的第一边值问题解的唯一性和稳定性

利用极值原理，我们可以得到Laplace方程(甚至Poisson方程)的Dirichlet(内、外)问

题解的唯一性和稳定性。

首先考虑Dirichlet内问题




4u =

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0,

u|∂Ω = g(x),

(3.23)

其中Ω是R3中一区域，其边界为∂Ω，而g是给定的一个定义在∂Ω上的连续函数。我们有
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定理3.4 如果问题(3.23)的解存在，那么它必是唯一的，而且连续地依赖于所给的

边界条件g。 ¤
证明 假设定解问题(3.23)有两个解，分别记为u1和u2。注意到它们在边界∂Ω上完

全相同，即(u1 − u2)|∂Ω ≡ 0，又注意到它们的差u = u1 − u2在Ω内也满足Laplace方

程，于是，由极值原理可知，函数u 在区域Ω上的最大值和最小值均为零，即u ≡ 0.因

此，u1 ≡ u2.这表明定解问题(3.23)的解是唯一的。

下面证明定解问题(3.23)解的稳定性。

设在区域Ω的边界∂Ω上给定两个函数g1和g2，而且在∂Ω上成立

|g1 − g2| 6 ε, (3.24)

其中ε是一个给定的正常数。设u1和u2分别是对应于边界条件g1和g2的解，则调和函

数u1 − u2在∂Ω上值为g1 − g2.于是，由极值原理可知，在Ω上各点成立





max
Ω
{u1 − u2} = max

∂Ω
{g1 − g2} 6 ε,

min
Ω
{u1 − u2} = min

∂Ω
{g1 − g2} > −ε.

故有

max
Ω
{|u1 − u2|} 6 max

∂Ω
{|g1 − g2|} 6 ε. (3.25)

上式表明定解问题(3.23)的解连续地依赖于所给的边界条件。证毕。 ¥
现在我们考察Dirichlet外问题





4u = 0, ∀ x ∈ Ω,

u|∂Ω = g(x), ∀ x ∈ ∂Ω,

u → 0, 当 r =
√

x2 + y2 + z2 →∞.

(3.26)

定理3.5 如果定解问题(3.26)的解存在，那么它必是唯一的，而且连续地依赖于所

给的边界条件g。 ¤
证明 假设u1和u2是定解问题(3.26)的两个解，令u = u1 − u2，显然u是调和函数并

满足

u|∂Ω = 0 (3.27)

以及

u(x, y, z) → 0, 当r =
√

x2 + y2 + z2 →∞时。 (3.28)
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如果u不恒等于零，则一定存在一点P ∈ Ω使得u(P ) 6= 0，不妨假设u(P ) > 0.取充分大

的R并做以原点为球心，以R为半径的球BR使得点P落在由边界∂Ω以及球面∂BR所围成

的区域ΩR中(见图3.3)。

O
P·

R

Ωc

∂Ω

ΩR
Ω

∂BR

图 3.3:区域Ω、ΩR及Ω的补集Ωc

注意到(3.28)式，当R充分大时，在球面∂BR上有

u|∂BR
< u(P ). (3.29)

结合(3.27)式及(3.29)式知，在ΩR的边界∂BR ∪ ∂Ω上u都取不到最大值，显然这与极值

原理相矛盾。故调和函数u只能恒为零。这样唯一性得证。

类似的方法可以证明定解问题(3.26)的稳定性。证毕。 ¥

习 题

1. 证明(3.13)式对于P0在Ω外与Γ上的情形成立。

2. 若函数u(x, y)是单位圆上的调和函数，又它在单位圆周上的数值已知为u =

sin θ，其中θ表示极角，问函数u在原点之值等于多少？

3. 如果用Laplace方程表示平衡温度场中温度分布函数所满足的方程，试阐明

使Neumann内问题有解的条件
∫∫

fdS = 0的物理意义。

4. 证明Laplace方程的Dirichlet外问题解的稳定性。
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5. 对于二阶偏微分方程

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj

+
n∑

i=1

bi
∂u

∂xi

+ cu = 0,

其中aij, bi, c (i, j = 1, · · · , n)均为常数，假设矩阵aij是正定的，即对任何实数λi (i =

1, · · · , n)，成立
n∑

i,j=1

aijλiλj > a

n∑
i=1

λ2
i (a为正的常数),

则称它为椭圆型方程。又设c < 0，试证明该方程的解也成立极值原理。也就是说，

若u在Ω中满足方程，在Ω ∪ Γ连续，则u不能在Ω的内部达到正的最大值或负的最小值。

6. 举例说明对于方程
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+ cu = 0 (c > 0)

不成立极值原理。

22



§ 4. Green函数

本节我们介绍Green函数。Green函数在偏微分方程的研究中具有重要意义，特别是

在求解椭圆型方程的定解问题时起到十分重要的作用。下面我们以求解三维Laplace方

程的Dirichlet问题为例引入Green函数，介绍其基本性质，着重介绍求解Green函数的镜

像法，然后利用Green函数给出Laplace方程Dirichlet问题解的表达式—Poisson公式，最

后证明由Poisson公式给出的解的表达式确实满足相应的定解问题。

4.1 引进Green函数的动机及其基本性质

对于在区域Ω中调和、在Ω上具有一阶连续偏导数的函数u，在上一节中我们导出

了u的基本积分公式(3.12)，即

u(P0) = − 1

4π

∫∫

Γ

(
u(P )

∂

∂n

(
1

r
P0P

)
− 1

r
P0P

∂u(P )

∂n

)
dSP , (4.1)

其中点P0 , (x0, y0, z0) ∈ Ω，Γ是Ω的边界。上式用函数u及其法向导数
∂u

∂n
在边界Γ上的

值将函数u在区域Ω内部的数值表示出来了，这自然使人们想到能否利用(4.1)式来求

解Laplace方程的边值问题。但是遗憾的是，在公式(4.1)式中同时需要函数u本身以及其

法向导数
∂u

∂n
在Γ上的值(通常我们不能同时给出u及

∂u

∂n
在边界上的值，否则定解问题就

不适定了)，因此我们不能直接利用公式(4.1)式来求解Laplace方程(3.7)的Dirichlet 问题

或Neumann问题。譬如对Laplace方程(3.7)的Dirichlet问题，即

4u = uxx + uyy + uzz = 0, (4.2)

u|Γ = f, (4.3)

u在Γ上的值是给定的，但
∂u

∂n
在Γ上的值是不知道的(因为根据定理3.4知，定解问

题(4.2)-(4.3)的解是唯一的，所以如果我们再任意给定
∂u

∂n
在Γ上的值将会使得问题不适

定)。为了克服这个困难，我们想办法将公式(4.1)式中的
∂u

∂n
消去，Green函数正是为了

消去
∂u

∂n
而引入的。

为此，考察这样一个函数g(P, P0) : 它在区域Ω内关于变量P是调和的，在Ω的边

界Γ上与函数(4πr
P0P

)−1取值相同，即

g(P, P0)|Γ =
1

4πr
P0P

∣∣∣∣∣
Γ

. (4.4)
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由Green第二公式(3.5)知，

∫∫

Γ

(
g
∂u

∂n
− u

∂g

∂n

)
dS = 0.

将(4.1)式和上式相减可得

u(P0) =

∫∫

Γ

(
G

∂u

∂n
− u

∂G

∂n

)
dS, (4.5)

其中

G(P, P0) =
1

4πr
P0P

− g(P, P0). (4.6)

函数G就称为Laplace方程(4.2)的Dirichlet问题的
::::::::::
Green函

:::
数(有时也称Dirichlet问题的

:::
源

:::
函

:::
数)。由(4.4)式易知，G = G(P, P0)在边界Γ上恒等于零，因此如果Green函

数G(P, P0)已经知道，并且它在Ω上具有一阶连续的偏导数，那么由(4.5)知，定解

问题(4.2)-(4.3)的解可表示为

u(P0) = −
∫∫

Γ

(
f

∂G

∂n

)
(P )dSP . (4.7)

上面的讨论表明：如果在区域Ω上的Green函数G = G(P, P0)存在，并且在Ω上具有

一阶连续的偏导数，那么定解问题(4.2)-(4.3)在Ω上具一阶连续偏导数的解可以表示

为(4.7)的形式。但是，在实际应用中，由于事先并不知道Dirichlet问题在Ω上具有一阶

连续偏导数的解是否存在，因此(4.7)式所给出的解只是问题的
::
形

:::
式

:::
解，它是否确实满

足方程(4.2)以及边界条件(4.3)，还必须进行严格的数学验证。

上面讨论的这种将定解问题的解用Green函数或者其导数的积分来表示的方法

称为
:::::::::
Green函

:::
数

:::
法。但是，要知道区域Ω 上的Green函数，我们必须求解Laplace方

程(4.2)的一个特殊的Dirichlet问题：





4g = 0,

g|Γ =
1

4πr
P0P

∣∣∣∣∣
Γ

.
(4.8)

对于一般区域而言，要证明这种特殊的Dirichlet问题解的存在性，和证明在这区域上一

般的Dirichlet问题解的存在性通常具有同样的困难，因此上式方法尚不能有效地用来解

决一般区域上Laplace方程的Dirichlet问题。但是，我们不能因此就否定Green函数法的

意义，因为：(i) Green函数仅依赖于区域，而与边界条件无关。一旦求得了某个区域
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上的Green函数，这个区域上的一切Dirichlet问题的解的存在性也就得到了解决，且其

解可用积分式(4.7)表达出来；(ii) 对于某些特殊的区域，如球、半空间等，Green函数

可以用初等方法求得，而这些特殊区域上的Dirichlet问题常常具有重要的作用；(iii) 公

式(4.7)不仅对于问题的求解有意义，而且在已知Dirichlet问题解的存在性以后，还可以

利用它对解的性质进行探讨。

在研究Green函数的存在性之前，我们先叙述Green函数的几个重要性质。

性质4.1 Grenn函数G(P, P0)除P = P0一点外处处满足Laplace方程(4.2)，而当P →
P0时，G(P, P0)趋于无穷大，其阶数和

1

4πr
P0P

相同。 ¤

性质4.2 在边界Γ上Green函数G(P, P0)恒等于零。 ¤
性质4.3 在区域Ω中成立着不等式：

0 < G(P, P0) <
1

4πr
P0P

. ¤

性质4.4 Grenn函数G(P, P0)在自变量P及参变量P0之间具有对称性，即设P1，P2为

区域中的两点，则

G(P1, P2) = G(P2, P1). ¤

性质4.5 成立

∫∫

Γ

∂G(P, P0)

∂n
dSP = −1. ¤

上述性质的证明，留给读者自己完成。

注记4.1 Green函数在静电学中有明显的物理意义。设在点P0处放一单位点电荷，

那么它在自由空间所产生的静电场的电势为
1

4πr
P0P

. 如果在P0点的点电荷包围在一个封

闭的导电面内，而这个导电面又是接地的，此时在导电面内的电势就可以用Green函数

G(P, P0) =
1

4πr
P0P

− g(P, P0)

来表示，它在导电面上恒等于零，而函数−g(P, P0)正好表示导电面上感应电荷所产生

的电势。因此，Green函数的性质4.4 在静电学上可表述为：P1处的单位点电荷在P2处

产生的电势等于P2处单位点电荷在P1处所产生的电势。这种性质在物理学中称为:::
互

::
易

:::
原

::
理。 ¤

4.2 镜像法

下面我们介绍Green函数的一种基本求法，称之为
:::
镜

:::
像

::
法。求解区域Ω上的Green函

数，可归结为求解函数g(P, P0)，当所考察的区域Ω的边界具有特殊的对称性时，可以

用类似于求反射波的方法求得函数g，进而得到所要求的Green函数。
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镜像法的思想可以由下述物理解释来加以阐明：

设区域Ω的内点P0处有一个点电荷，并假设在区域Ω外某点P1处也有一个点电

荷。P0处的点电荷产生一个电势，P1处的点电荷也产生一个电势。如果P0处的点电荷

所产生的电势正好是边界上与P1处的点电荷所产生的电势相抵消，那么这个假设在

点P1处的点电荷在Ω内的电势就等于点P0处的点电荷所产生的电势。自然可以想象，

点P1应该是点P0关于边界Γ的某种意义下的对称点。

这种方法也称为
:::
静

:::
电

:::
源

:::
像

::
法。下面我们用镜像法分别求球、半空间以及圆上

的Green函数以及它们相应的Poisson公式。

一、球上的Green函数与Poisson公式

设∂BR是以原点O为球心，以R为半径的球面(见图4.1)。在点P0 , (x0, y0, z0)处放置

一单电荷，在半射OP0上取线段OP1使得

r0r1 = R2, (4.9)

其中r0 = |OP0|, r1 = |OP1|. 通常称点P1为P0的关于球面∂BR的反演点。

O

R

Q

r0
P0

P1

r1

∂BR

图 4.1：点P0以及其反演点P1

设Q是球面∂BR上的任意一点，考察三角形OQP0及OQP1，它们在点O处有公共的

夹角，并且此夹角的两条相应的边成下述比例

|OP0|
|OQ| =

|OQ|
|OP1| (等价于r0r1 = R2, 即(4.9)式),
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于是，三角形OQP0与三角形OQP1相似。由相似性可知，对球面上任意给定的点Q成立

|QP1| = R

r0

|P0Q|. (4.10)

假设在点P1处有一个点电荷，根据(4.10)式可知，为了使它所产生的电势在球面上恰好

与点P0处的单位点电荷所产生的电势抵消，必须假设在P1处的点电荷带有电量为−R

r0

，

于是，

g(P, P0) =
1

4π
× R

r0

× 1

r
P1P

,

其中r
P1P

= |P1P |。因此，以∂BR为球面的球上的Green函数是

G(P, P0) =
1

4π

(
1

r
P0P

− R

r0

1

r
P1P

)
. (4.11)

下面我们利用Green函数(4.11)式来求解Laplace方程(4.2)在球面∂BR上满足边界条件

u|∂BR
= f (4.12)

的Dirichlet问题的解。

根据公式(4.7)，我们需要计算
∂G

∂n
在∂BR上的值。注意到

r
P0P

=
√

r2
0 + r2 − 2r0r cos η, r

P1P
=

√
r2
1 + r2 − 2r1r cos η,

其中r = |OP |，η = ∠(OP0, OP )，即线段OP0与OP之间的夹角，并利用(4.9)式，

由(4.11)式就得Green函数

G(P, P0) =
1

4π

(
1√

r2
0 + r2 − 2r0r cos η

− R√
r2
0r

2 − 2R2rr0 cos η + R4

)
.

于是，在∂BR上有

∂G

∂n

∣∣∣∣
r=R

=
∂G

∂r

∣∣∣∣
r=R

= − 1

4π

{
r − r0 cos η

(r2 + r2
0 − 2r0r cos η)3/2

− (r2
0r −R2r0 cos η)R

(r2
0r

2 − 2R2rr0 cos η + R4)3/2

}∣∣∣∣
r=R

= − 1

4πR

R2 − r2
0

(R2 + r2
0 − 2Rr0 cos η)3/2

.

这样，由(4.7)式可知，在球BR上的Dirichlet问题(4.2), (4.12)的解为

u(P0) =
1

4πR

∫∫

∂BR

R2 − r2
0

(R2 + r2
0 − 2Rr0 cos η)3/2

f(P )dSP . (4.13)
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上式的球坐标形式为

u(r0, θ0, ϕ0) =
R

4π

∫ 2π

0

∫ 2π

0

f(R, θ, ϕ)
R2 − r2

0

(R2 + r2
0 − 2Rr0 cos η)3/2

sin θdθdϕ, (4.14)

其中(r0, θ0, ϕ0)表示点P0的球坐标，(R, θ, ϕ)是球面∂BR上的点P的坐标。又注意到向

量OP0与OP的方向余弦分别为

(sin θ0 cos ϕ0, sin θ0 sin ϕ0, cos θ0), (sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ),

所以，

cos η = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0(cos ϕ cos ϕ0 + sin ϕ sin ϕ0)

= cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0).

公式(4.13)或(4.14)通常称球上的
:::::::::::
Poisson公

::
式。

二、半空间上的Green函数与Poisson公式

下面我们用镜像法求解半空间上的Dirichlet问题：即要求一个在半空间z > 0上的调

和函数u = u(x, y, z)使得它在平面z = 0上取已给定的函数f(x, y)

u|z=0 = f(x, y).

注意到点P0 : (x0, y0, z0)的关于平面z = 0的对称点P ∗
0 : (x0, y0,−z0)(这里z0 > 0)，易

知，Green函数具有下述形式

G(P, P0) =
1

4π

[
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
− 1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

]
.

(4.15)

对于半空间z > 0来说，平面z = 0的外法方向是与z-轴相反的方向，故有

∂

∂n
= − ∂

∂z
.

除此之外，对于半空间z > 0，如果对调和函数u在无穷远处加上条件

u(P ) = O(
1

|OP |),
∂u

∂n
(P ) = O(

1

|OP |2 ) (当|OP | → ∞),

其基本积分公式(3.12)式仍然成立(其证明类似于上一节的讨论，此处略)。这样，

由Green函数表示的求解公式(4.7)式也成立。于是，由公式(4.7)式可知，半空间z > 0上
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的Laplace方程(4.2)的Dirichlet问题的解可表示为

u(x0, y0, z0) =
1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)

[
∂

∂z
(A− − A+)

]∣∣∣∣
z=0

dxdy

=
z0

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

f(x, y)

[(x− x0)2 + (y − y0)2 + z2
0 ]

3/2
dxdy,

(4.16)

其中

A± =
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z ± z0)2
.

(4.16)式称为上半平面z > 0上的
:::::::::::
Poisson公

:::
式。

三、圆上的Green函数与Poisson公式

现在我们讨论圆上二维Laplace方程的Dirichlet问题

4u = uxx + uyy = 0, ∀ (x, y) ∈ Ω, (4.17)

u|∂Ω = f(θ), (4.18)

其中Ω = {(x, y)| x2 + y2 < R2}(这里R > 0为常数)，∂Ω = {(x, y)|x2 + y2 = R2}，θ是极

坐标的极角。

类似于求解球上的Green函数，我们可以求出圆上的Green函数，其中所不同的地

方，只是在二维情形时，应将三维情形时的因子
1

4πr
换成

1

2π
ln r−1(见第一节中的习

题1)。此种情形下的Green函数为

G(P, P0) =
1

2π

[
ln

1

r
P0P

− ln

(
R

r0rP1P

)]
.

注意到

r
P0P

=
√

r2
0 + r2 − 2r0r cos η, r

P1P
=

√
r2
1 + r2 − 2r1r cos η,

其中η = ∠(OP0, OP )，即线段OP0与OP之间的夹角，其余记号类似于球的情形，见

图4.2. 另一方面，在平面情形，OP0及OP的方向余弦分别是(cos θ0, sin θ0)和(cos θ, sin θ)，

所以

cos η = cos(θ − θ0) = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0.

利用关系式

r1r0 = R2

7



可知，在圆周r = R上成立

∂G

∂n

∣∣∣∣
r=R

=
∂G

∂r

∣∣∣∣
r=R

=

{
∂

∂r

[
1

2π

(
ln

1√
r2
0 + r2 − 2r0r cos η

− ln
R√

r2
0r

2 − 2R2rr0 cos η + R4

)]}∣∣∣∣∣
r=R

= − 1

2π

{
r − r0 cos η

r2 + r2
0 − 2rr0 cos η

− r2
0r −R2r0 cos η

r2
0r

2 − 2R2rr0 cos η + R4

}∣∣∣∣
r=R

= − 1

2πR

R2 − r2
0

R2 − 2Rr0 cos η + r2
0

.

O

R

r0

r1

P0

P

P1

η

图 4.2：点P0以及其反演点P1

于是，由(4.7)式可知，圆上的Dirichlet问题(4.17)-(4.18)的解可表示为

u(r0, θ0) =
1

2πR

∫

x2+y2=R2

R2 − r2
0

R2 − 2Rr0 cos η + r2
0

f(θ)ds

=
1

2π

∫ 2π

0

(R2 − r2
0)f(θ)

R2 − 2Rr0 cos(θ − θ0) + r2
0

dθ.

(4.19)

上式称为
:::
圆

:::
上

:::::::::::::
的Poisson公

:::
式。

4.3 解的验证

在上面的讨论中，我们用镜像法求出了在球、半空间和圆上的Laplace方程

的Dirichlet问题解的表达式，即Poisson公式。但这些表达式究竟是否确实满足方程

以及相应的边界条件，还需要严格的数学验证。这里仅以圆的情形进行验证，其它情

形可类似，这里从略。

首先验证由(4.19)式给出的u的表达式满足方程(4.17).
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由Green函数G(P, P0)关于P, P0的对称性可知，当点P取圆周上的点时，G(P, P0)在

圆内关于P0点也是调和的，因此通过积分号下求导的方法易知，由(4.19)式给出的

导数u确实满足方程(4.17)。特别指出的是，这里我们用到当P0在圆内，P在圆周上

时，(4.19) 式的积分核，即−∂G

∂n
是无奇性的事实。

下面我们证明函数u满足边界条件(4.18)，即当(r0, θ0)趋于点(R, θ)时，由(4.19)式定

义的函数u(r0, Q0)趋向于函数f(θ).

事实上，在(4.19)式中引入新的积分变量ϕ = θ − θ0，并注意到函数f(θ)以及cos(θ −
θ0) 都是θ的周期函数且周期为2π，我们可以将(4.19)式改写为

u(r0, θ0) =
1

2π

∫ π

−π

(R2 − r2
0)f(ϕ + θ0)

R2 − 2Rr0 cos ϕ + r2
0

dϕ. (4.20)

由Green函数的性质(见性质4.5 )可知

1

2π

∫ π

−π

R2 − r2
0

R2 − 2Rr0 cos ϕ + r2
0

dϕ = 1.

于是，有

u(r0, θ0)− f(θ) =
1

2π

∫ π

−π

R2 − r2
0

R2 − 2Rr0 cos ϕ + r2
0

[f(ϕ + θ0)− f(θ)]dϕ. (4.21)

下面我们证明，当r0 → R，θ0 → θ时，上式右端趋于零。

此时，我们假设边界函数f(θ)是连续的。因此，对任意给定的正数ε，存在正数δ使

得当ϕ ∈ [−δ, δ]且θ与θ0充分靠近时，成立

|f(ϕ + θ0)− f(θ)| 6 ε

2
.

下面我们把积分区间[−π, π]分成三个部分

(−π,−δ), (−δ, δ), (δ, π),

同时将(4.21)式右端的被积函数在上述三部分上的积分分别记为I1，I2，I3，即

u(r0, θ0)− f(θ) = I1 + I2 + I3,

于是，

|u(r0, θ0)− f(θ)| 6 |I1|+ |I2|+ |I3|.

情形I：I1和I3的估计
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注意到在区间(−π,−δ)上成立cos ϕ 6 cos δ，于是有

R2 − 2Rr0 cos ϕ + r2
0 > R2 − 2Rr0 cos δ + r2

0

= (R− r0)
2 + 2Rr0(1− cos δ)

> 4Rr0 sin2 δ

2
.

再注意到f的连续性，有

|f(ϕ + θ0)− f(θ)| 6 K1,

其中K1是一个正常数。于是

|I1| = 1

2π

∣∣∣∣
∫ −δ

−π

R2 − r2
0

R2 − 2Rr0 cos ϕ + r2
0

[f(ϕ + θ0)− f(θ)]dϕ

∣∣∣∣

6 K1(R
2 − r2

0)(π − δ)

8πRr0 sin2 δ

2

.
(4.22)

对于I3，我们有类似的估计式

|I3| 6 K3(R
2 − r2

0)(π − δ)

8πRr0 sin2 δ

2

, (4.23)

其中K3是一个正常数。从估计式(4.22)和(4.23)中可以看出，当r0 → R时，I1和I3均趋

于零。

情形II：I2的估计

注意到
R2 − r2

0

R2 − 2Rr0 cos ϕ + r2
0

> 0,

于是，

|I2| = 1

2π

∣∣∣∣
∫ δ

−δ

R2 − r2
0

R2 − 2Rr0 cos ϕ + r2
0

[f(ϕ + θ0)− f(θ)]dϕ

∣∣∣∣

6 ε

2
× 1

2π

∫ δ

−δ

R2 − r2
0

R2 − 2Rr0 cos ϕ + r2
0

dϕ

6 ε

2
× 1

2π

∫ π

−π

R2 − r2
0

R2 − 2Rr0 cos ϕ + r2
0

dϕ =
ε

2
.

(4.24)

利用ε的任意性可知，当(r0, θ0) → (R, θ)时，u(r0, θ0)趋于f(θ)，即

u(r0, θ0) → f(θ).
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上面的讨论表明，由公式(4.19)式定义的函数u的确是圆上的Dirichlet问题(4.17)-

(4.18)的解。

习 题

1. 证明Green函数的性质4.3及性质4.5.

2. 证明Green函数的对称性：G(P1, P2) = G(P2, P1).

3. 利用Poisson公式求边值问题





uxx + uyy + uzz = 0 (x2 + y2 + z2 < 1),

u(r, θ, ϕ)|r=1 = 3 cos 2θ + 1 (r, θ, ϕ表示球坐标)

的解。

4. 试求一函数u，使其在半径为a的圆的内部是调和的，而且在圆周C上取下列的

值：

(1) u|C = A cos ϕ;

(2) u|C = A + B sin ϕ.

5. 试用镜像法导出二维Laplace方程在半平面上的Dirichlet问题：

4u = uxx + uyy = 0 (y > 0),

u|y=0 = f(x)

的解。
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§ 5. 调和函数(续)

在本章第三节中，我们介绍了调和函数及其一些基本性质，现在我们利用Poisson公

式(4.13)来介绍调和函数的另外一些重要性质。

首先我们利用Poisson公式和极值原理研究调和函数在孤立奇点附近的性质。我们有

定理5.1 设u(P ) = u(x, y, z)在点Q的邻域中除去点Q外是调和的，且在Q点附近成

立

lim
P→Q

{r
PQ

u(P )} = 0, (5.1)

其中r
PQ

= |PQ|表示点P和点Q之间的距离。那么总可以重新定义函数u在Q处的值，使

得u(P )在整个所考察的点Q 的邻域中(包括点Q本身)是调和函数。 ¤
证明 为简单起见，不妨假设Q为坐标原点。

设BR是一个以Q点为球心，以R为半径的球，并且它整个地包含在点Q的那个

所考察的邻域中。我们构造一个球BR上的Laplace方程的定解问题：在球BR内满

足Laplace方程，在球BR的边界∂BR上取函数u的值为边界条件。显然，这样的定解

问题的解可由Poisson公式给出，记之为ũ。下面我们证明在整个球BR内除去点Q外

有u ≡ ũ. 于是，我们就可以重新定义函数u在点Q的值为函数ũ在点Q处的值，这样就证

明了定理。

记v = u − ũ. 函数v满足下面的性质：(i)在整个球BR内除点Q外是调和函数；(ii)在

点Q处，利用(5.1)知

lim
P→Q

{r
PQ

v(P )} = 0; (5.2)

(iii)在∂BR上v恒等于零。

下面我们证明在BR\{Q}上成立
v ≡ 0. (5.3)

为此，构造函数

vε(P ) = ε

(
1

r
QP

− 1

R

)
, (5.4)

其中ε > 0是一个常数。函数vε具有如下的性质：(a)在∂BR上vε ≡ 0；(b)在球面∂Bδ和∂BR所

围成的同心球壳Ω内是调和的(见图5.1)，这里δ是一个任意给定的小的正数，Bδ表示

以Q为球心，以δ为半径的球，其边界记为∂Bδ.
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Q
δ

R

∂Bδ

∂BR

Ω

图 5.1：球面∂BR和∂Bδ所围成的同心球壳Ω

对任意给定的正数ε，注意(5.2)式，存在一个适当小的δ > 0使得在球面∂Bδ上成立

|v| 6 vε,

而在∂BR上，

v = vε ≡ 0.

于是，利用极值原理(见定理3.3)，对球壳Ω内的任意的点P均成立

|v(P )| 6 vε(P ). (5.5)

固定点P，令ε → 0，上式的右端趋于零，故其左端等于零，即v(P ) = 0.由点P ∈ Ω的

任意性可知，在Ω中有v ≡ 0.再注意到δ > 0的任意性易知，在BR\{Q}上成立(5.3)式。

定理证毕。 ¥
下面我们利用Poisson公式证明调和函数关于它的所有自变量都是解析的。

定理5.2 设函数u(P0)是区域Ω中的调和函数，那么它在Ω中是关于所有变量x0, y0, z0的

解析函数。 ¤
证明 只需证明在Ω中的任意一点P ∗

0 : (x∗0, y
∗
0, z

∗
0)的附近，函数u都可以展开成x0 −

x∗0, y0 − y∗0, z0 − z∗0的幂级数即可。

对于Ω中任给一点P ∗
0，以P ∗

0为球心作一个球B，使它全部落在Ω中，即B ⊆ Ω，设它

的半径为R. 由于u(P0)在Ω中是调和的，函数u在球B内的值可以利用Poisson公式由u在
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球面∂B上的值给出

u(P0) =
1

4πR

∫∫

∂B

u(P )
R2 − r2

0

(R2 + r2
0 − 2Rr0 cos η)3/2

dSP

=
1

4πR

∫∫

∂B

u(P )
R2 − r2

0

r3
P0P

dSP .

(5.6)

不妨设P ∗
0就是坐标原点，下面我们证明u(P0)在P ∗

0 : (0, 0, 0)附近可展开成x0, y0, z0的幂

级数。

事实上，由于在B上

(R2 − r2
0)r

−3
P0P

= [R2 − (x2
0 + y2

0 + z2
0)][(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2]−3/2

= [R2 − (x2
0 + y2

0 + z2
0)][x

2 + y2 + z2 − 2(xx0 + yy0 + zz0) + x2
0 + y2

0 + z2
0 ]
−3/2

= [R2 − (x2
0 + y2

0 + z2
0)]

{
R2

[
1− 2(xx0 + yy0 + zz0)− (x2

0 + y2
0 + z2

0)

R2

]}−3/2

,

(5.7)

利用二项式定理可以将上式右端展开为x0, y0, z0的幂级数。当(x, y, z)在球面∂B上，

而(x0, y0, z0)在原点附近时这幂级数是一致收敛的，因此可以逐项求积分，而且积分后

仍得到一个关于x0, y0, z0 为一致收敛的幂级数，因此u(P0)在P0 = P ∗
0处是解析的。由

点P ∗
0的任意性知道u(P0)在Ω内处处解析。定理证毕。 ¥
定理5.1和定理5.2分别称为调和函数的

:::
可

::
去

:::
奇

:::
点

::
定

:::
理和

:::
解

:::
析

::
性

:::
定

:::
理。

下面我们利用Poisson公式来讨论调和函数的另外一些性质，这些性质由下述三个定

理给出。

定理5.3 假设函数序列{uk}中的每个函数均在某一有限区域Ω中是调和的，

在区域Ω的闭包Ω上连续，并且该函数序列在Ω的边界∂Ω上一致收敛，则函数序

列{uk}在Ω中也一致收敛，并且极限函数u 在区域Ω中也是调和函数。 ¤
证明 记

fk = uk|∂Ω. (5.8)

根据假设，fk是边界∂Ω上的连续函数，且函数序列{fk}在∂Ω上一致收敛，于是对任意

给定的ε > 0，存在N ∈ N使得当n,m > N时，在∂Ω上处处成立|fn − fm| 6 ε. 由极值原

理可知，对于这些n,m，在Ω中的任意一点上均成立|un − um| 6 ε. 因此，由Cauchy判

别法可知，函数序列{uk}在Ω中是一致收敛的，记其极限函数为u.

下面我们证明序列{uk}的极限函数u在Ω中是调和的。为此，我们只需证明u在Ω中

的每一个点的邻域内是调和函数即可。
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在Ω中任取一点P0，以P0为中心作一个完全落在Ω内的球B. 在球B 上，每一个调和

函数uk均可以用Poisson公式(4.14)式表示出来，即

uk(r0, θ0, ϕ0) =
R

4π

∫ 2π

0

∫ 2π

0

uk(R, θ, ϕ)×
(R2 − r2

0) sin θ

{R2 + r2
0 − 2Rr0[cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0)]}3/2

dθdϕ,

(5.9)

其中R是球B的半径，(r0, θ0, ϕ0)是点P0的球坐标。因为函数序列{uk(R, θ, ϕ)}一致收敛
于u，所以在(5.9)式的两端令k →∞便得到

u(r0, θ0, ϕ0) =
R

4π

∫ 2π

0

∫ 2π

0

u(R, θ, ϕ)×
(R2 − r2

0) sin θ

{R2 + r2
0 − 2Rr0[cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0)]}3/2

dθdϕ.

(5.10)

上式表明极限函数u仍可以用Poisson公式表示出来，从而u是球B内的调和函数。定理

获证。 ¥
定理5.3通常称为

::::::::::::
Harnack第

::
一

:::
定

:::
理，或称为

:::
调

::
和

:::
函

:::
数

::
序

:::
列

::
的

:::
一

:::
致

::
收

:::
敛

:::
性

::
定

:::
理。

定理5.4 设{uk}是Ω上的一个单调不减的调和函数序列。如果它在Ω内的某一点P处

收敛，那么它在Ω中处处收敛于一个调和函数u，而且这种收敛在Ω内的任一闭子区域

上是一致收敛的。 ¤
证明 以P为球心、以R为半径做一个完全落在Ω中的球BR. 设Q是BR内的任一点，

对BR上的任意调和函数u，由Poisson公式(4.13)知成立

u(Q) =
1

4πR

∫∫

∂BR

R2 − r2
0

(R2 + r2
0 − 2Rr0 cos η)3/2

u(M)dSM .

如果u > 0，那么就可以利用u在球心P的值来估计u(Q)的值。事实上，注意到

R2 − r2
0

(R + r0)3
6 R2 − r2

0

(R2 + r2
0 − 2Rr0 cos η)3/2

6 R2 − r2
0

(R− r0)3
,

我们有

1

4πR

∫∫

∂BR

u(M)dSM × R− r0

(R + r0)2
6 u(Q) 6 1

4πR

∫∫

∂BR

u(M)dSM × R + r0

(R− r0)2
.

利用调和函数的平均值公式，上式可改写为

R− r0

(R + r0)2
R× u(P ) 6 u(Q) 6 R + r0

(R− r0)2
R× u(P ). (5.11)
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现对于给定的调和函数序列{uk}，令

vk = uk − uk−1 > 0 (k = 2, 3, · · · ).

对vk用(5.11)式便得到

R− r0

(R + r0)2
R× vk(P ) 6 vk(Q) 6 R + r0

(R− r0)2
R× vk(P ). (5.12)

对任意的m和n(n > m)，有un − um =
∑n

k=m+1 vk. 注意到{uk(P )}的收敛性，
由(5.12)式易知|uk(Q)|在BR

2
上一致收敛。由定理5.3可知，{uk(Q)}在BR

2
上一致收敛于

一个调和函数u(Q).

对任一点M ∈ Ω，可以用完全落在Ω中的折线l连接P和M，而l可以用有限个完

全落在Ω中的球覆盖。对这些球逐一运用上述推理，便得到{uk}在M点收敛，从

而{uk}在Ω内处处收敛于调和函数u.

设D是Ω中的任一有界闭集，由有限覆盖定理可知，存在有限个完全落在Ω中的闭

球Bi(i = 1, 2, · · · ,m)覆盖D，即D ⊆ ∪m
i=1Bi. 因为{uk}在Ω中处处收敛，特别地在每个

闭球Bi的球心Pi处收敛，从而{uk}在Bi (i = 1, 2, · · · ,m)上一致收敛，于是在D上也一

致收敛。定理获证。 ¥
定理5.4称为

::::::::::::
Harnack第

::
二

:::
定

::
理，而(5.11)式称为

::::::::::::
Harnack不

:::
等

::
式。

定理5.5 设u为区域Ω中的非负调和函数，则对Ω中的任一闭子区域D，存在仅

与D有关的正常数C，使得

max
D
{u} 6 C min

D
{u}. ¤ (5.13)

证明 记D与Ω的边界∂Ω的距离为r. 由有限覆盖定理，D可由m个半径为
r

2
的球覆

盖。对0 6 r0 6 r

2
，成立

(r − r0)r

(r + r0)2
> 2

9
,

(r + r0)r

(r − r0)2
6 6. (5.14)

于是，由(5.11)式可知，对任一用于覆盖D的半径为
r

2
的球中的任意两点P1，P2，成立

2

9
u(P1) 6 6u(P2),

即

u(P1) 6 27u(P2). (5.15)
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由于u在D上的极大点与极小点必分别落在某个半径为
r

2
的覆盖球中，取C = (27)m，便

得所要证的(5.13)式。定理获证。 ¥

习 题

1. 证明二维调和函数的奇点可去性定理：如果Q是调和函数u(P ) 的孤立奇点，并且

在点Q的一个邻域内成立

u(P ) = o

(
ln

1

r
PQ

)
,

那么，此时可以重新定义函数u(P )在点Q处的值使得它在Q 点处也是调和的。

2. 如果三维调和函数u(P )在奇点Q处附近能表示为
h

rα
QP

，其中α ∈ (0, 1]是常数，

而h是不为零的光滑函数，试证明当P → Q时，函数u趋于无穷大的阶数必与
1

r
QP

同阶，

即α = 1.

17



§ 6. 强极值原理

Laplace方程描述的是稳态平衡的物理现象，它的一个重要特性就是成立极值原理。

譬如，对于稳定状态的热传导现象，利用极值原理可知，温度的最高点和最低点必在

介质的边界上取到。对在边界上的温度最低点，介质其它各点的热量一定流向它，并

且通过它流向物体的外部，因此在该点处应该成立
∂u

∂n
6 0，其中~n是单位外法向量。对

温度最高点，有类似地讨论。事实上，我们有下一小节中所讨论的更强的结论。

6.1 强极值原理

在本小节中我们证明调和函数的强极值原理。

定理6.1 (强极值原理) 设BR是一个以R为半径的闭球，u = u(x, y, z)是定义在BR上

的一个连续函数，它在BR的内部是调和的，并且对此球的所有内点(x, y, z)成立

u(x, y, z) > u(x0, y0, z0), (6.1)

其中P0 : (x0, y0, z0)是球面∂BR上的一点。如果函数u(x, y, z)在点P0沿着方向~γ的方向导

数存在，并且~γ和球面在点P0处的内法向量成锐角，则在点P0处成立

∂u

∂γ
> 0. (6.2)

证明 因为调和函数对坐标的平移变换保持不变，因此，我们不妨假设BR的球心在

坐标原点。又注意到调和函数u在点P0处取最小值，故在点P0处有
∂u

∂γ
> 0.我们只需证

明上式中的的等号不能成立。

构造函数

v(x, y, z) = exp{−a(x2 + y2 + z2)} − exp{−aR2}, (6.3)

其中a是一个给定的正常数。显然，有

(i) 在球面∂BR，即x2 + y2 + z2 = R2上成立v ≡ 0；

(ii) 在同心球面所围成的闭区域

Ω ,
{

(x, y, z)

∣∣∣∣
R2

4
6 x2 + y2 + z2 6 R2

}

内v具有二阶连续偏导数，并且当a适当大时成立4v > 0.

事实上，通过直接计算我们有

4v =
[−6a + 4a2(x2 + y2 + z2)

]
exp{−a(x2 + y2 + z2)}.

1



又注意到在区域Ω上有

x2 + y2 + z2 > 1

4
R2,

于是，存在适当大的a (譬如a > 6/R2)使得的Ω内成立4v > 0.

此外，v还满足

(iii) 函数v沿球的半径方向的导数
dv

dr
存在，并且当r > 0时成立

dv

dr
< 0，进而在球

面∂BR : x2 + y2 + z2 = R2上的点P0处成立

∂v

∂γ
=

dv

dr
cos ∠(~γ, ~r) > 0. (6.4)

定义函数

w(x, y, z) = u(x, y, z)− εv(x, y, z)− u(x0, y0, z0). (6.5)

当ε > 0充分小时，我们断言

w(x, y, z) > 0, ∀ (x, y, z) ∈ Ω. (6.6)

事实上，一方面注意到在球面x2 + y2 + z2 =
R2

4
上，由于u(x, y, z) > u(x0, y0, z0)，

所以只需取ε > 0充分小就可使得函数w在该球面上成立w > 0；另一方面，显然在球

面x2 + y2 + z2 = R2上有w > 0.再注意到在区域Ω内

4w = −ε4v < 0,

故函数w在Ω内不可能取到最小值。又因为在Ω的边界∂Ω = ∂BR ∪ ∂BR
2
上恒有w > 0，

所以(6.6)式成立。

注意到(6.5)式和(6.6)式，我们有

w(x, y, z) > 0 = w(x0, y0, z0), ∀ (x, y, z) ∈ Ω.

于是，在点P0处成立
∂w

∂γ
> 0,

即
∂u

∂γ
− ε

∂v

∂γ
> 0.

再注意到(6.4)式，可知
∂u

∂γ
> ε

∂v

∂γ
> 0.

2



上式即为所要证明的(6.2)式。定理获证。 ¥
利用上式强极值原理，我们有

定理6.2 设区域Ω具有下述性质：对Ω的边界Γ上的任意一点P均可做一个属

于Ω的闭包Ω 的球BP、并且使得该球在点P处与Γ相切。假设不恒等于常数的调和函

数u(x, y, z)在Ω上连续，且在边界点P0 ∈ Γ处取得最小(最大)值，进一步假设该调和函

数在点P0处关于Ω的外法向的方向导数
∂u

∂n
存在，那么

∂u

∂n

∣∣∣∣
P0

必是负(正)值。 ¤

证明 由假设可知，我们可以做一个小球记为B
P0
使得它满足其所有的内点都属

于Ω，并且在点P0处与边界Γ相切。由于调和函数u(x, y, z)不恒为常数，根据极值原

理可知，其最小值不可能在Ω的内点取到，因此u在B
P0
的所有内点上的值恒大于u在

点P0处的值。于是，由定理6.1知，
∂u

∂n
在点P0处的值必是负的。

下面我们证明最大值的情形。

注意到在边界Γ上使得函数u取得最大值的那些点处，函数−u 取得最小值，因此在

这些点处有
∂(−u)

∂n
< 0，即

∂u

∂n
> 0. 定理获证。 ¥

6.2 应用：Laplace方程第二边值问题解的唯一性

下面我们利用上一小节所证明的强极值原理来讨论Laplace方程的第二边值问题解的

唯一性。

考虑Laplace方程的Neumann内问题





4u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= g.

(6.7)

容易看出，如果定解问题(6.7)的解存在，那么必定不唯一。事实上，如果u是问

题(6.7)的解，则u + c(其中c是任一常数)也是问题(6.7)的解。但是，我们可以证明下述

“唯一性”定理。

定理6.3 假设区域Ω的边界∂Ω满足定理6.2中的条件，那么定解问题(6.7)的解彼此

只能相差一个常数。换句话说，Laplace方程的Neumann内问题的解不计相差一个常数

外是唯一的。 ¤
证明 设u1和u2均是定解问题(6.7)的解。令u = u1 − u2，则u在Ω内是调和函数，

在Ω = Ω ∪ ∂Ω上连续且
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0. 假设函数u不恒等于常数，则由极值原理知，其极小

3



值必在∂Ω上的某一点(记为P0)处达到，再由定理6.2可知，在u的最小值的点P0处成立

∂u

∂n

∣∣∣∣
P0

< 0.

这与
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0相矛盾。因此，u必定是一个常数。定理获证。 ¥

下面我们讨论Laplace方程的Neumann外问题。

设区域Ω ⊆ R3并且满足下述性质：在区域Ω的边界∂Ω上的任意一点P处均可作一个

完全落在Ω外(即Ωc = R3 \ Ω)且与边界∂Ω相切的球BP（见图6.1）。我们在Ωc上考虑下

述定解问题：

P

BP

ΩcΩ

图 6.1.区域Ω与Ω的外部区域Ωc.





4u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0, ∀ x ∈ R3\Ω̄,

∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= g, u → 0 (当r =
√

x2 + y2 + z2 →∞时),

(6.8)

其中ν表示区域Ωc的单位外法向量，而g是定义在∂Ω上的连续函数。则我们有

定理6.4 定解问题(6.8)的解如果存在，则必是唯一的。 ¤
证明 假设定解问题(6.8)有两个解，分别为u1和u2. 令u = u1 − u2，则在∂Ω上有

∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, (6.9)

并且u在Ωc内是调和函数，在Ωc ∪ ∂Ω 上连续且当r → ∞时，u趋于零。下面我们证

明u ≡ 0. 注意到u在无穷点处的极限为零，因此对于任意给定的常数ε > 0，存在充分大

的R使得以坐标原点为球心，以R为半径的球面∂BR上的每一点P均有

|u(P )| 6 ε. (6.10)
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由∂Ω和∂BR所围成的区域记为ΩR. 在ΩR上考察调和函数u. 由极值原理，显然u不可能

在ΩR的内部取得极值。再由定理6.2知，u也不能在∂Ω上取到极值。因此，u只能在边

界∂BR上取得极值。由(6.10)式易知，在ΩR上的任意一点均成立|u| 6 ε. 由ε的任意性可

知，在整个Ωc上有u ≡ 0. 定理获证。 ¥
注记6.1 我们用极值原理和强极值原理分别证明了Laplace方程第一边值问题和第

二边值问题的解的唯一性。如果仅局限于讨论C2(Ω) ∩ C1(Ω)中的调和函数，可以利用

能量积分方法更简洁地证明这两类边值问题的解的唯一性。 ¤
事实上，在有界区域Ω上的Poisson方程的第一或第二边值问题的解的唯一性可以归

结为讨论Ω中的调和函数u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)，在边界∂Ω上分别满足u = 0或
∂u

∂n
= 0时的

性态。我们知道，对调和函数u，能量积分为

E(u) =
1

2

∫∫∫

Ω

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2
]

dxdydz

=
1

2

∫∫∫

Ω

[
∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
u
∂u

∂y

)
+

∂

∂z

(
u
∂u

∂z

)
− u4u

]
dxdydz.

由于u为调和函数，并利用Green公式可得

E(u) =
1

2

∫∫

∂Ω

u
∂u

∂n
dS.

在讨论第一边值问题解的唯一性时，成立u|∂Ω = 0；在讨论第二边值问题解的唯一性

时，成立
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0.因此，总有

E(u) = 0,

从而，在Ω中成立
∂u

∂x
=

∂u

∂y
=

∂u

∂z
= 0,

即

u ≡常数. (6.11)

对于第一边值问题，由于在边界∂Ω上成立u = 0，因此只能成立

u ≡ 0,

这就证明了Poisson方程第一边值问题的C2(Ω) ∩ C1(Ω)解是唯一的。

对于第二边值问题，(6.11)式意味着满足同一Poisson方程第二边值问题的解最多只

能相差一个常数，即在允许相差一个任意常数的意义下，解是唯一的。

5



习 题

1. 试用强极值原理来证明极值原理。

2. 利用极值原理及强极值原理证明：当区域Ω的边界∂Ω满足定理6.2中的条件时，调

和方程第三边值问题 (
∂u

∂n
+ σu

)∣∣∣∣
∂Ω

= f (σ > 0)

的解的唯一性。

3. 说明在证明强极值原理过程中，不可能作出一个满足条件(i)和(iii)的辅助函

数v(x, y, z)，使它在整个球x2 + y2 + z2 6 R2内满足4v > 0.

6


	5-1.pdf
	5-2,3
	5-4_5
	5-6

