
第三章 波动方程

波动方程是最典型的一类双曲型方程，它可以用来描述自然界以及工程技术中的

波动现象，例如在研究波的传播以及弹性体振动时经常会遇到这类方程。本章我们

将介绍波动方程的一些基本概念，方法和结果。在第一节中我们介绍一维波动方程

的Cauchy问题，着重介绍线形方程的叠加原理和齐次化原理（或称Duhamel原理）。

在第二节中我们介绍一维波动方程的初边值问题，着重介绍一种常见的解法—分离变

量法。第三节中介绍高维波动方程的Cauchy问题，特别地，用球平均法导出三维波动

方程Cauchy问题的解的表达式，即Poisson 公式，进而用降维方法导出了二维波动方

程相应的解的公式。在第三节的基础上，在第四节中我们研究了波动方程解的一些

性质，譬如波的传播方式和衰减等，进而发现不同维数的波动方程的解的性质有着

巨大差别。在第五节中，我们利用能量估计（或称能量积分）的方法，讨论了波动

方程Cauchy问题以及初边值问题解的唯一性和稳定性。这种方法的基础是能量守恒原

理。

§ 1. 一维波动方程Cauchy问题

本节我们讨论一维波动方程的Cauchy问题，着重介绍一维波动方程的叠加原理和齐

次化原理(或称为Duhamel原理)。

1.1 叠加原理

在物理学的研究中经常会出现这样的现象：几种不同的原因的综合所产生的效果

等于这些不同原因单独产生的效果的叠加。例如，几个外力同时作用在一个物体上

所产生的加速度可以用单个外力各自单独作用在该物体上所产生的加速度相加而得

出。这个原理被称为
:::
叠

::
加

:::
原

:::
理。叠加原理的适用范围很广泛，譬如，叠加原理对于

用线. 性. 方. 程. 和线. 性. 定. 解. 条. 件. 描述的物理现象来说，都是成立的。下面我们利用一个具

体例子说明之。对于弦振动方程，如果u1(t, x)是方程

utt − c2uxx = f1(t, x)

的解，而u2是方程

utt − c2uxx = f2(t, x)
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的解，那么对于任意的常数C1和C2，函数

u(t, x) = C1u1(t, x) + C2u2(t, x)

是方程

utt − c2uxx = C1f1(t, x) + C2f2(t, x)

的解。关于叠加原理的一个典型的例子就是声学中把弦线振动时所发生的复杂的声音

分解成各种单音的叠加。事实上，早在十八世纪Bernoulli以及以后的Fourier就利用这

个原理来研究弦振动方程的问题。

1.2 齐次化原理

考虑下述Cauchy问题

utt − c2uxx = f(t, x), (1.1)

t = 0 : u = 0, ut = 0, (1.2)

其中c > 0是一常数，表示波的传播速度，f(t, x)是一给定的函数，表示 t时刻在 x处单

位质点所受的外力。方程(1.1) 可用来描述强迫振动的弹性弦的微小振动。

为了求解Cauchy问题(1.1)-(1.2)，我们引入

wtt − c2wxx = 0, (1.3)

t = τ : w = 0, wt = f(τ, x). (1.4)

记Cauchy问题(1.3)-(1.4)的解为

w = w(t, x; τ), (1.5)

则我们有

定理 1.1 如果w = w(t, x; τ)是Cauchy问题(1.3)-(1.4)的解（其中τ是参数），则Cauchy问

题(1.1)-(1.2) 的解可以表示为

u(t, x) =

∫ t

0

w(t, x; τ)dτ. ¤ (1.6)

定理1.1被称为齐次化原理或Duhamel原理。

证明 首先我们验证由(1.6)式定义的函数u(t, x)满足初始条件(1.2)式。
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由(1.6)式，显然有

u(0, x) = 0. (1.7)

另一方面，从(1.6)式可得

ut(t, x) = w(t, x; t) +

∫ t

0

wt(t, x; τ)dτ,

于是，再利用(1.4)可知

ut|t=0 = w(0, x; 0) = 0. (1.8)

(1.7)和(1.8)两式表明初始条件(1.2)式成立。

下面我们证明由(1.6)式定义的函数u = u(t, x)满足方程(1.1)。

由(1.6)及(1.4)易知

ut(t, x) = w(t, x; t) +

∫ t

0

wt(t, x; τ)dτ =

∫ t

0

wt(t, x; τ)dτ.

utt = wt(t, x; t) +

∫ t

0

wtt(t, x; τ)dτ =

∫ t

0

wtt(t, x; τ)dτ + f(t, x). (1.9)

另一方面，有

uxx =

∫ t

0

wxx(t, x; τ)dτ. (1.10)

于是，

utt − c2uxx =

∫ t

0

wtt(t, x; τ)dτ + f(t, x)− c2

∫ t

0

wxx(t, x; τ)dτ

=

∫ t

0

[
wtt(t, x; τ)− c2wxx(t, x; τ)

]
dτ + f(t, x)

= f(t, x).

(1.11)

在上式中的第三个等式中我们利用了方程(1.3)。(1.11)表明u(t, x)确实满足方程(1.1)。

这样我们就证明了定理1.1。 ¥

齐次化原理也可以用下述方法得到。

我们知道，非齐次项f(t, x)表示时刻 t在 x处的单位质量所受的外力，而ut表示

质点的速度。把时间段[0, t]分成若干个小时段∆ti = ti+1 − ti (i = 1, 2, · · · , n),在

每个小时段∆ti中，非齐次项f(t, x)可以看作与时间t无关，并以f(ti, x)来表示。由

于f(ti, x) =
F (ti, x)

ρ
(这里F (ti, x)表示外力，而ρ是密度函数)，所以在时间段∆ti内非齐

次项所产生的速度改变是为f(ti, x)∆ti。我们把这个速度改变量看作是在时刻ti时的初
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始速度，它所产生的振动可以由下面的具有非齐初始条件的齐次方程的Cauchy问题来

描述

w̃tt − c2w̃xx = 0, (1.12)

t = ti : w̃ = 0, w̃t = f(ti, x)∆ti. (1.13)

记Cauchy问题(1.12)-(1.13)的解为w̃ = w̃(t, x; ti, ∆ti)。利用叠加原理，非齐次项f(t, x)所

产生的总的效果可以看成是许多个这种瞬间作用的叠加。于是，Cauchy问题(1.1) -

(1.2)的解u = u(t, x)可以表示为

u(t, x) = lim
∆ti→0

n∑
i=1

w̃(t, x; ti, ∆ti). (1.14)

由于(1.12)是线性方程，所以w̃与∆ti成正比，也就是说，如果记w(t, x; τ)为如下齐次方

程的Cauchy问题 



wtt − c2wxx = 0 (t > τ),

t = τ : w = 0, wt = f(τ, x)
(1.15)

的解，则有

w̃(t, x; ti, ∆ti) = ∆tiw(t, x; ti). (1.16)

于是，Cauchy问题(1.1)-(1.2)的解可以表示为

u(t, x) = lim
∆ti→0

n∑
i=1

w̃(t, x; ti, ∆ti) = lim
∆ti→0

n∑
i=1

w(t, x; ti)∆ti =

∫ t

0

w(t, x; τ)dτ.

这样，我们从另外一个角度重新得到定理1.1。

下面我们给出w(t, x; τ)的具体表达式。为此，在Cauchy问题(1.15)中作变换t̃ =

t− τ，于是(1.15)便化为




w
t̃t̃
− c2wxx = 0 (t̃ > 0),

t̃ = 0 : w = 0, wt̃ = f(τ, x)
(1.17)

的形式。这样，由D
′
Alembert公式（见上一章中的(4.13)式）可知，Cauchy问题(1.17)的

解为

w(t, x; τ) =
1

2c

∫ x+ct̃

x−ct̃

f(τ, ξ)dξ =
1

2c

∫ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)

f(τ, ξ)dξ. (1.18)

再利用(1.6)式就可得到Cauchy问题(1.1)-(1.2)的解为

u(t, x) =
1

2c

∫ t

0

∫ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)

f(τ, ξ)dξdτ =
1

2c

∫∫

Ω

f(τ, ξ)dξdτ, (1.19)
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其中区域Ω为(τ, ξ)−平面上过点(t, x)向下做两特征线与ξ−轴所围成的三角形区域(见

图1.1)。

-

6τ
(t, x)

0 ξ

Ω

ξ − x = −c(τ − t)ξ − x = c(τ − t)

Ω

图 1.1.三角形区域Ω

上面我们用两种方法得到了Cauchy问题(1.1)-(1.2)的解的表达式(1.19)式。它究竟是

否确实是Cauchy问题(1.1)-(1.2)的解呢？这一点还需要按照解的定义进行验证。

我们假设f ∈ C1。由(1.19)式可知，

ut =
1

2

∫ t

0

[f(τ, x + c(t− τ)) + f(τ, x− c(t− τ))] dτ, (1.20)

utt = f(t, x) +
c

2

∫ t

0

[fx(τ, x + c(t− τ))− fx(τ, x− c(t− τ))] dτ, (1.21)

ux =
1

2c

∫ t

0

[f(τ, x + c(t− τ))− f(τ, x− c(t− τ))] dτ, (1.22)

uxx =
1

2c

∫ t

0

[fx(τ, x + c(t− τ))− fx(τ, x− c(t− τ))] dτ. (1.23)

于是，有

utt − c2uxx = f(t, x),

即u(t, x)满足方程(1.1)。再由(1.19)式和(1.20)式可知

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0,

即u(t, x)满足初始条件(1.2)式。因此，由(1.19)式定义的函数u(t, x)的确是Cauchy问

题(1.1)-(1.2) 的解。

5



注记1.1 利用叠. 加. 原. 理. ，我们容易得到下述一般的Cauchy问题




utt − c2uxx = f(t, x) (t > 0, x ∈ R),

t = 0 : u = ϕ(x), ut = ψ(x) (x ∈ R)
(1.24)

的解。 ¤
注记1.2 齐次化原理不仅可以应用于非齐次波动方程的Cauchy问题，而且也能应用

于初边值问题以及其它方程（譬如热传导方程）的定解问题，以后我们将多次用到这

一原理。 ¤

习 题

1. 证明方程

∂

∂x

[
(1− x

h
)2∂u

∂x

]
=

1

a2
(1− x

h
)2∂2u

∂t2
(h > 0为常数)

的通解可以写成

u =
F (x− at) + G(x + at)

h− x
,

其中F,G为任意的具有二阶连续导数的单变量函数，并由此求解它的初值问题：

t = 0 : u = ϕ(x),
∂u

∂t
= ψ(x).

2. 问初始条件ϕ(x)与ψ(x)满足怎样的条件时，齐次波动方程初值问题的解仅由右传

播波组成？

3. 利用传播波法，求解波动方程的古沙(Goursat)问题





∂2u

∂t2
= a2∂2u

∂x2
,

u|x−at=0 = ϕ(x),

u|x+at=0 = ψ(x) (其中ϕ(0) = ψ(0)).

4. 对非齐次波动方程的初值问题(1.24)，证明：当f(x, t)不变时，

（1）如果初始条件在x轴的区间[x1, x2]上发生变化，那么对应的解在区间[x1, x2]的

影响区域以外不发生变化；

（2）在x轴区间[x1, x2]上所给的初始条件唯一地确定区间[x1, x2]的决定区域中解的

数值。
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5. 求解 



utt − a2uxx = 0, x > 0, t > 0,

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = 0,

ux − kut|x=0 = 0,

其中 k为正常数。

6. 求解初边值问题




utt − uxx = 0, 0 < t < kx, k > 1,

u|t=0 = ϕ0(x), x > 0,

ut|t=0 = ϕ1(x), x > 0,

ut|t=kx = ψ(x),

其中ϕ0(0) = ψ(0)。

7. 求解下述边值问题




utt − uxx = 0, 0 < t < f(x),

u|t=x = ϕ(x),

u|t=f(x) = ψ(x),

其中ϕ(0) = ψ(0), t = f(x)为由原点出发的、介于特征线x = t与x = −t之间的光滑曲

线，且对一切 x，f ′(x) 6= 1。

8. 求解波动方程的初值问题





∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= t sin x,

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= sin x.

9. 求解波动方程的初值问题




utt = a2uxx +
tx

(1 + x2)2
,

u|t=0 = 0,

ut|t=0 =
1

1 + x2
.
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§ 2. 一维波动方程的初边值问题

本节我们介绍一维波动方程的初边值问题：首先介绍一些基本概念，然后介绍一种

常用的求解方法—分离变量法。

2.1 定解条件和定解问题

大家知道，弦振动方程

utt − c2uxx = f(t, x) (2.1)

是一个典型的双曲型方程，它是一个含有未知函数u(t, x)的关于自变量的二阶偏导数的

偏微分方程。对于一个偏微分方程来说，如果有一个函数u(t, x)具有方程中所需要的各

阶连续偏导数，且将它代入方程时，可以使方程恒成立，那么就称这个函数是该方程

的一个解. 。在实际应用中，往往将所讨论的问题归结为一个偏微分方程(组)，然后从方

程(组)中求得解或者研究解的定. 性. 或定. 量. 性质。

偏微分方程往往可以看成是相应的物理规律的数学表述。例如，弦振动方程(2.1)描

述了弦作微小横振动时位移u(t, x)所满足的一般性物理规律，但是仅仅利用它还不能够

完全确定所考察弦的运动状况，这是因为弦的运动还要与它的初始状态和边界所在处

的状况有关，因此，还必须得给出一些描述这些状态或状况的相应的条件。

下面我们以弦振动方程为例来说明偏微分方程理论中的一些基本概念。

在弦振动问题中，弦的两端被固定在x = 0及x = L两端，因此有

u(t, 0) = 0 u(t, L) = 0. (2.2)

条件(2.2)式被称为方程(2.1)的
:::
边

::
界

:::
条

:::
件。在初始时刻t = 0时弦的位置和速度为

u(0, x) = ϕ(x),
∂u(t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (x ∈ [0, L]), (2.3)

通常称(2.3)式为
:::
初

:::
始

::
条

:::
件。

边界条件和初始条件总称为方程(2.1)的
::
定

:::
解

:::
条

:::
件。将方程(2.1)和定解条件(2.2)-

(2.3)结合起来就得到下述的
:::
定

:::
解

::
问

:::
题：

utt − c2uxx = f(t, x) (t > 0, x ∈ (0, L)), (2.4)

t = 0 : u = ϕ(x), ut = ψ(x) (x ∈ [0, L]), (2.5)

x = 0 : u = 0 (t > 0), (2.6)
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x = L : u = 0 (t > 0). (2.7)

上述定解问题也称为方程(2.1)的
::
混

:::
合

:::
初

::
边

:::
值

::
问

:::
题（简称

:::
初

::
边

:::
值

::
问

:::
题）。在带状区域

U = {(t, x)|t > 0, 0 6 x 6 L} (2.8)

上求定解问题(2.4)-(2.7)就是要求解这样的连续可微函数u = u(t, x)：它在区域{(t, x)|t >

0, 0 < x < L}中满足波动方程(2.4)，在 x−轴上的区间段 [0, L]上满足初始条件(2.5)，而

在边界x = 0, L上分别满足边界条件(2.6)和(2.7)式。

形如(2.2)的边界条件一般称为
::
第

:::
一

:::
类

::
边

:::
界

:::
条

::
件（或称Dirichlet边界条件）。对于弦

振动方程的边界条件通常还有以下两种：

第二类边界条件 弦的一端（譬如x = 0处）处于自由状态，也就是说，该端点可

以在垂直于 x−轴的直线上自由滑动，它没有受到垂直方向的外力。如果记T (x)为弦在

点 x处的张力，于是在端点x = 0处的张力的垂直方向的分量是T (0)
∂u

∂x
，这样在x = 0处

成立
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0. (2.9)

甚至可以考虑更加一般的边界条件

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= γ(t), (2.10)

其中γ(t)是 t的已知函数。这种边界条件称为第二类边界条件（也称为Neumann边界条

件）。通常(2.9)称为齐次Neumann边界条件，而(2.10)称为非齐次Neumann边界条件。

第三类边界条件 在实际应用中还会遇到另一种情形：将弦的一端固定在一弹性支

承上，也就是说此时支承的伸缩满足Hooke定律。如果支承原来的位置为u = 0，则u在

端点的值表示支承在该点的伸长量。例如，在x = 0的一端，弦对支承拉力的垂直方向

分量为−T
∂u

∂x
，由Hooke定律知

−T
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= ku|x=0,

其中k是弹性系数。于是在弹性支承的情形下，边界条件为

(
∂u

∂x
+ σu

)∣∣∣∣
x=0

= 0, (2.11)
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其中σ = k/T是已知的正常数。在数学上也可以考虑更加一般的边界条件

(
∂u

∂x
+ σu

)∣∣∣∣
x=0

= µ(t), (2.12)

其中µ(t)是 t的已知函数。这种边界条件通常称为
::
第

:::
三

:::
类

::
边

:::
界

:::
条

::
件。

显然，方程(2.1)和上一章中的(4.1)不同，(2.1)式包含了不含u及其偏导数的项f(t, x)，

这种方程称为非齐次方程，而f(t, x)称为非齐次项。类似地，(2.6)-(2.7)称为齐次边界

条件，而

u|x=0 = α(t), u|x=L = β(t)

则称为非齐次边界条件。同样，初始条件(2.3)称为非齐次初始条件；特别地，

当ϕ ≡ ψ ≡ 0时，(2.3)称为齐次初始条件。

研究偏微分方程的核心内容是求解各类定解问题的解以及解的定量或定性性质，从

而使人们对其描述的自然现象或工程技术中的问题有更加深入的认识和了解。自然遇

到的问题有：(1)定解问题的提法是否合理？例如这个定解问题的解是否存在？这就是

:::
解

::
的

:::
存

:::
在

:::
性；(2)如果解存在，解是否唯一？这就是

::
解

:::
的

:::
唯

:::
一

::
性；(3)如果解存在且唯

一，该解是否稳定？或者说，解对定解条件或非齐次项的连续依赖如何？或者说，当

定解条件或非齐次项作“很小”的变化时，问题的解是否也作“很小”的变化？这便

是
::
解

:::
的

::
稳

:::
定

:::
性。

定解问题的适定性 定解问题的存在性，唯一性和稳定性总称为
::
定

:::
解

:::
问

::
题

:::
的

:::
适

::
定

:::
性。

如果一个定解问题的解是存在的、唯一的并且是稳定的，那么我们就称这个问题是
::
适

:::
定的，也就是说，这个定解问题的提法是合适的。

事实上，偏微分方程的适定性问题是偏微分方程理论中的基本问题。对于具有决

定性的现象来说，一个基. 本. 上. 正. 确. 地（在误差许可的范围内近似地）描述所考察物理

问题或模型的偏微分方程的定解问题，它的解应该是存在的、唯一并且是稳定的。这

是因为所考察的物理问题在一定的条件下，总是具有唯一确定的状态。因此，相应的

偏微分方程的定解问题也应该具有唯一的“解. ”，换句话说，它的解应该是存在的，

唯一的。另一方面，在实际测量中总会有误差，如果定解条件的微小误差会引起解的

“巨大”变化，这样所研究的定解问题实际上是不可能给出相应于所考察的物理问题

的近似解，从而不可能正确地描述所考察物理问题所刻画的物理现象，进而失去它的

实际作用。因此，在求解偏微分方程定解问题的过程中，对定解问题的适定性进行一
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定的分析，可以帮助人们初步判定所建立的数学模型是否合理，所提出的定解条件是

否合适，并对求解起一定的指导作用。这里顺便说明一下，定解条件通常是受具体的

物理背景启发而给出的。

粗略地讲，偏微分方程理论包括下述几个重要研究内容：




偏微分方程（组）的建立及定解条件的提出；

定解问题的适定性；

解的正则性；

解的大范围性态（包括解的渐近性，衰减性，极限性态等）；

具体求解方法（精确解，近似解以及数值解等）；

解的定性性质（譬如群不变性，对称性）；

其它。

2.2 分离变量法

在第一节中我们讨论了一维波动方程的Cauchy问题，本节我们将介绍它的初边值问

题。考察一维波动方程的下述初边值问题




utt − c2uxx = f(t, x),

t = 0 : u = ϕ(x), ut = ψ(x),

x = 0 : u = 0,

x = L : u = 0.

(2.13)

利用叠加原理易知，初边值问题(2.13)可以分解为下面两个初边值问题




vtt − c2vxx = 0,

t = 0 : v = ϕ(x), vt = ψ(x),

x = 0 : v = 0,

x = L : v = 0

(2.14)

和 



wtt − c2wxx = f(t, x),

t = 0 : w = 0, wt = 0,

x = 0 : w = 0,

x = L : w = 0.

(2.15)
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显然有

u = v + w. (2.16)

求解(2.13)的关键是如何求解(2.14)，因为从下面的讨论中可以看出(2.15)的求解可以归

结为(2.14)的求解。我们首先介绍初边值问题(2.14)的求解方法，然后解决(2.15)。

定解问题(2.14)实际上描述了两端固定的弦作自由振动的物理过程。它的求解方法

是受到下述物理事实的启发：从物理学上知道，一个复杂的振动往往可以分解成许多

简单的振动的线性叠加。譬如弦振动所发出的声音总可以被看成是各种不同频率的单

音的线性叠加，而对于每种单音，弦振动时波形保持不变，换句话说，当时间变化

时，各点的振动作同步的变化，即每种单音都具形式为

u(t, x) = T (t)X(x) (2.17)

的特. 解. 。整个复杂的振动过程可以通过这种特解得线性叠加而得到。

下面我们详细介绍如何利用上述想法来求解初边值问题(2.14)，即

utt − c2uxx = 0, (2.18)

t = 0 : u = ϕ(x), ut = ψ(x), (2.19)

x = 0 : u = 0, (2.20)

x = L : u = 0. (2.21)

我们首先求解方程(2.18)的满足边界条件(2.20)-(2.21)的具有下述
:::
分

::
离

:::
变

:::
量形式的

::
非

:::
平

::
凡

:::
解（不恒为零的解）

u(t, x) = T (t)X(x), (2.22)

其中T (t), X(x)分别表示仅与 t有关及仅与 x有关的待定函数。

将(2.22)代入方程(2.18)可得

X(x)T ′′(t)− c2X ′′(x)T (t) = 0,

即
T ′′(t)
c2T (t)

=
X ′′(x)

X(x)
. (2.23)
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(2.23)式具有分离变量的形式，即其左边仅是 t的函数，而右边仅是 x的函数，左右两端

相等意味着两端必须同时等于一个常数。记这个常数为−λ（其值待定），我们就得到

T ′′(t) + c2λT (t) = 0 (2.24)

及

X ′′(x) + λX(x) = 0. (2.25)

这样方程(2.23)就被分离成两个常微分方程(2.24)和(2.25)，其中(2.24)仅含自变量 t，

而(2.25) 仅含自变量 x。下面我们通过求解(2.24)和(2.25)来得到(2.22)。

为了使解(2.22)满足边界条件(2.20)和(2.21)，我们要求方程(2.25)的解X(x)满足下述

边界条件

X(0) = 0, X(L) = 0. (2.26)

这样求解X = X(x)的问题就可归结为求解常微分方程的两点边值问题(2.25)-(2.26)。根

据λ的取值不同，分下面三种情况进行讨论。

情形1 λ < 0： 当λ < 0时，方程(2.25)的通解为

X(x) = C1e
√−λx + C2e

−√−λx. (2.27)

要使它满足边界条件(2.26)，必须要求





C1 + C2 = 0,

C1e
√−λL + C2e

−√−λL = 0.
(2.28)

注意到 ∣∣∣∣∣∣
1 1

e
√−λL e−

√−λL,

∣∣∣∣∣∣
6= 0,

故(2.28)式中的C1和C2只能是

C1 = C2 = 0

的平凡情形。因此，在λ < 0的情况下，得不到非平凡解。

情形2 λ = 0： 此时，方程(2.25)的通解为

X(x) = C1 + C2x. (2.29)

要使它满足边界条件(2.26)，X(x)也只能恒为零。
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情形3 λ > 0： 当λ > 0时，方程(2.25)的通解为

X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sin
√

λx. (2.30)

由边界条件X(0) = 0知

C1 = 0. (2.31)

再由另一边界条件X(L) = 0可知

C2 sin
√

λL = 0.

为了使C2 6= 0，必须要求sin
√

λL = 0.于是，

λ = λk =
k2π2

L2
(k = 1, 2, · · · ). (2.32)

这样，我们就找到了一族非平凡解

Xk(x) = Ck sin(
kπ

L
x) (k = 1, 2, · · · ). (2.33)

通常称(2.33)右端的函数（即sin(
kπ

L
x)）为常微分方程(2.25)满足边界条件(2.26)的特征

函数（或固有函数），而λk = k2π2/L2称为相应的特征函数（或固有函数）。

将特征值λk代入方程(2.24)便可得到其通解

Tk(t) = Ak cos
kπc

L
t + Bk sin

kπc

L
t (k = 1, 2, · · · ), (2.34)

其中Ak, Bk是任意常数。

这样，我们就得到方程(2.18)满足齐次边界条件(2.20)-(2.21)的具有分离变量形式的

特解

uk(t, x) = Tk(t)Xk(x) =

(
Ak cos

kπc

L
t + Bk sin

kπc

L
t

)
sin

kπ

L
x (k = 1, 2, · · · ).

下面我们利用上述特解来构造初边值问题(2.18)-(2.21)的解。一个自然的想法是做下

述线性组合

u(t, x) =
∞∑

k=1

uk(t, x) =
∞∑

k=1

(
Ak cos

kπc

L
t + Bk sin

kπc

L
t

)
sin

kπ

L
x, (2.35)

并要求它满足初始条件(2.19)，从而决定出待定常数Ak和Bk.
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当上述级数可以逐项求导时，我们有

∂u(t, x)

∂t
=

∞∑

k=1

kπc

L

(
−Ak sin

kπc

L
t + Bk cos

kπc

L
t

)
sin

kπ

L
x.

于是，注意到初始条件(2.19)式可知




ϕ(x) =
∞∑

k=1

Ak sin
kπ

L
x,

ψ(x) =
∞∑

k=1

Bk
kπc

L
sin

kπ

L
x.

从上式易知，Ak和
kπc

L
Bk应该分别为ϕ(x)和ψ(x)在区间 [0, L]上的按正弦展开的Fourier级

数的系数，即 



Ak =
2

L

∫ L

0

ϕ(η) sin
kπη

L
dη,

Bk =
2

kπc

∫ L

0

ψ(η) sin
kπη

L
dη.

(2.36)

将(2.36)式代入(2.35)便得到用级数形式表示的初边值问题(2.18)-(2.21)的解。

下面我们证明，当初始条件ϕ(x)和ψ(x)满足适当的条件时，级数形式的解(2.35)的

确是该定解问题的解。为此，注意到级数(2.35)式中的每一项都满足方程(2.18)，因此

只要说明当ϕ(x)和ψ(x)满足一定的条件时，级数(2.35)可以逐项求导两次即可。换句话

说，如果在一定的条件下证明了级数(2.35)求导两次后仍是一致收敛的，则它一定满足

方程(2.18)。此时，其定解条件(2.19)-(2.21)的满足是显然的。

由Fourier分析可知

引理2.1 设f(x)是区间 [0, l]上的连续函数，它的m阶导数连续，但m + 1阶导数分段

连续，并且

f (i)(0) = f (i)(l) = 0 (i = 0, 2, · · · , 2[
m

2
]).

如果将f(x)在区间 [0, l]上展开为Fourier级数

f(x) ∼
∞∑

k=1

ak sin
kπx

l
,

则由级数ak所构成的级数
∑∞

k=1 km|ak|是收敛的。 ¤
证明 由于假设f(x)的m + 1阶导数是分段连续的，因此f (m+1)(x)可以在区间 [0, l]上

展开成傅里叶级数。当m为奇数时，展开式为

f (m+1)(x) ∼
∞∑

k=1

a
(m+1)
k sin

kπx

l
,
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而当m为偶数时，展开式为

f (m+1)(x) ∼ a
(m+1)
0

2
+

∞∑

k=1

a
(m+1)
k cos

kπx

l
.

根据帕塞瓦尔（Parseval）等式

(a
(m+1)
0 )2

2
+

∞∑

k=1

(a
(m+1)
k )2 =

2

l

∫ l

0

[
f (m+1)(x)

]2
dx < ∞.

现在计算a
(m+1)
k .

当m为奇数时，

a
(m+1)
k = 2

l

∫ l

0
f (m+1)(ξ) sin kπξ

l
dξ

= 2
l

[
f (m)(ξ) sin kπξ

l

]l

0
− 2

l
kπ
l

∫ l

0
f (m)(ξ) cos kπξ

l
dξ

= −2
l

kπ
l

[
f (m−1)(ξ) cos kπξ

l

]l

0
− 2

l
(kπ

l
)2

∫ l

0
f (m−1)(ξ) sin kπξ

l
dξ

= −2
l
(kπ

l
)2

∫ l

0
f (m−1)(ξ) sin kπξ

l
dξ,

这里已利用了f (m−1)(x)在x = 0及x = l处为零的条件。如此继续下去，可以得到

a
(m+1)
k = (−1)

m+1
2 (

kπ

l
)m+1ak.

当m为偶数时，类似地可以得到

a
(m+1)
k = (−1)

m
2 (

kπ

l
)m+1ak.

由于 ∞∑

k=1

(a
(m+1)
k )2 < ∞,

所以 ∞∑

k=1

k2m+2a2
k < ∞.

这样，利用Cauchy不等式，就得到

∞∑

k=1

km|ak| 6
√√√√

∞∑

k=1

k2m+2|ak|2 ·
∞∑

k=1

1

k2
< ∞.

引理证毕。 ¤

作为引理2.1的一个推论，我们有
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推论2.1 如果ϕ(x) ∈ C3, ψ(x) ∈ C2并且满足

ϕ(0) = ϕ(L) = ϕ′′(0) = ϕ′′(L) = ψ(0) = ψ(L) = 0, (2.37)

而系数Ak, Bk由(2.36)式给定，则级数

∞∑

k=1

k2|Ak| 和
∞∑

k=1

k2|Bk|

收敛。 ¤
由推论2.1可知，(2.35)式右端的级数关于 x和 t逐项求导二次后所得到的级数是绝

对且一致收敛的，因此这些求导后的级数收敛于u的相应的导数，于是由(2.35)式定义

的u满足相应的方程、初始条件以及边界条件。这样我们得到

定理2.1 若函数ϕ(x) ∈ C3, ψ(x) ∈ C2并且满足(2.37)式，则定解问题(2.18)-(2.21)的

解存在，并且它可以用级数(2.35)式给出，其中Ak和Bk由(2.36)式给定。 ¤
条件(2.37)式通常被称为初边值问题的

:::
相

::
容

:::
性

:::
条

:::
件。以上求解方法的一个明显的特

点是利用具有分离变量形式的特解(2.22)来构造初边值问题(2.18)-(2.21)的解，这种求

解方法被称为
:::
分

::
离

:::
变

:::
量

:::
法。早在十八世纪初，Fourier首先利用这种方法求解偏微分方

程，因此这种方法也称为Fourier方法。这种求解方法同时也展示了Fourier级数的作用

与威力，进而得到世人的重视。

近似解 当ϕ(x)和ψ(x)不满足定理2.1中所要求的条件时，譬如ϕ(x)及ψ(x)仅为连续

函数，此时我们可以把ϕ(x)和ψ(x)分别看成函数列

ϕn(x) =
n∑

k=1

Ak sin
kπ

L
x, ψn(x) =

n∑

k=1

Bk
kπc

L
sin

kπ

L
x

的平均收敛的极限。对应于初始条件ϕn(x)和ψn(x)的方程(2.18)的解为

un(t, x) =
n∑

k=1

(
Ak cos

kπc

L
t + Bk sin

kπc

L
t

)
sin

kπ

L
x. (2.38)

当n → ∞时，un(t, x)平均收敛于(2.35)式所给出的形式解。因而u(t, x)可以看作是函数

列{un}的平均收敛的极限，而un(t, x)的初始条件也分别平均收敛到ϕ(x)和ψ(x)。当 n很

大时，可以把un(t, x)看成是问题的
:::
近

:::
似

:::
解，因为此时它满足方程和边界条件，同时

也近. 似. 地. 满足初始条件。
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在实际应用中，近似解常常是行之有效的。而作为近似解的平均收敛极

限u(t, x)，它能够比所有的近似解un(t, x)更好地反映实际物理现象，虽然它不符

合经. 典. 解. 的定义，但也具有十分重要的实际意义，因而也将它称为相应的初边值问题

的解. （广. 义. 解. ）。

解的物理意义 由级数(2.35)式知，初边值问题(2.18)-(2.21)的解是

uk(t, x) =

(
Ak cos

kπc

L
t + Bk sin

kπc

L
t

)
sin

kπ

L
x = Nk cos(ωkt + Qk) sin

kπ

L
x (2.39)

的线性叠加，其中

Nk =
√

A2
k + B2

k, ωk =
kπc

L
, sin Qk =

−Bk

Nk

, cos Qk =
Ak

Nk

.

在物理上，Nk称为波的 ::
振

:::
幅，ωk称为波的::

频
:::
率，Qk为波的 ::

相
:::
位

::
角。注意到波的传播

速度 c只依赖弦本身，因此，当 k固定时，频率ωk也称为:::
固

::
有

:::
频

:::
率。

实际上，uk(t, x) = Nk sin
kπ

L
x cos(ωkt + Qk)代表如下的振动波：在所考虑的振动弦

上的各点均以同一频率作
::
简

:::
谐

:::
振

::
动，其中它们的位相角相同，而振幅|Nk sin

kπ

L
x|依赖

于点 x的位置。特别地，弦上位于x = mL/k (m = 0, 1, · · · , k)处的点在振动中保持不

动，这些点称为
::
节

:::
点。弦的这种形态的振动称为

::
驻

:::
波。于是，级数(2.35)可以看成是一

系列频率成倍增长、位相角不同、振幅不同的驻波线性叠加而成，因此分离变量法又

称为
:::
驻

::
波

:::
法。

从声学上，弦所发出的声音，它的音调由其振动的频率决定，而声音的弦度（或

大小）则取决于其振动的振幅。弦所能发出的最低音所对应的频率就是其最低固有频

率，即ω1 =
πc

L
。这个音称为

:::
基

::
音。其余的频率ωk均是ω1的整数倍，称它们为::

泛
:::
音。一

般来说，弦所发出的声音是由其基音与泛音叠加而成的。

例子 设弦的两端固定在 x−轴上的x = 0和x = 1两点处。在点x = a（其中a ∈
(0, 1)）处向上拉起 h（|h| ¿ 1），然后放开该弦做自由振动。求其运动规律。

解 以u(t, x)表示弦上各点的振动，它满足初边值问题(2.18)-(2.21)，其中初始条件为

ϕ(x) =





h

a
x, ∀x ∈ [0, a],

h

1− a
(1− x), ∀x ∈ [a, 1],

(2.40)

ψ(x) ≡ 0. (2.41)
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于是，该问题的解u(t, x)可以用(2.35)式表示。注意到(2.41)式知，

Bk ≡ 0.

利用(2.40)式，我们有

Ak = 2
∫ 1

0
ϕ(η) sin(kπη)dη

= 2
∫ a

0
h
a
η sin(kπη)dη + 2

∫ 1

a
h

1−a
(1− η) sin(kπη)dη

=
2h

π2a(1− a)k2
sin(kπa).

这样，我们就得

u(t, x) =
2h

π2a(1− a)

∞∑

k=1

1

k2
sin(kπa) sin(kπx) cos(kπct). ¤

2.3 非齐次方程

下面我们讨论非齐次方程的初边值问题

utt − c2uxx = f(t, x), (2.42)

t = 0 : u = 0, ut = 0, (2.43)

x = 0 : u = 0, (2.44)

x = L : u = 0. (2.45)

类似于第一节中所讨论的非齐次方程的Cauchy问题，我们有

齐次化原理 若w = w(t, x; τ)是初边值问题





wtt − c2wxx = 0 (t > τ),

t = τ : w = 0, wt = f(τ, x),

x = 0 : w = 0,

x = L : w = 0

(2.46)

的解（其中τ > 0视为参数），则

u(t, x) =

∫ t

0

w(t, x; τ)dτ (2.47)

一定是初边值问题(2.42)-(2.45)的解。 ¤
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令

s = t− τ,

则初边值问题(2.46)可化为





wss − c2wxx = 0 (s > 0),

s = 0 : w = 0, ws = f(τ, x),

x = 0 : w = 0,

x = L : w = 0.

(2.48)

由(2.35)-(2.36)式，我们得到

w = w(s, x; τ) =
∞∑

k=1

Bk(τ) sin
kπc

L
s sin

kπ

L
x =

∞∑

k=1

Bk(τ) sin
kπc

L
(t− τ) sin

kπ

L
x, (2.49)

其中

Bk(τ) =
2

kπc

∫ L

0

f(τ, ξ) sin
kπ

L
ξdξ. (2.50)

利用齐次化原理，将(2.49)代入(2.47)便得到初边值问题(2.42)-(2.45)的解：

u(t, x) =

∫ t

0

w(t, x; τ)dτ = sin
kπ

L
x

∞∑

k=1

∫ t

0

Bk(τ) sin
kπc

L
(t− τ)dτ. (2.51)

类似于定理2.1，我们可以证明，在f(t, x) ∈ C2且满足

f(t, 0) = f(t, L) = 0

的假设下，级数(2.51)确实是初边值问题(2.42)-(2.45)的解。

2.4 非齐次边界条件

下面我们讨论弦振动方程具有非齐次边界条件的初边值问题

utt − c2uxx = f(t, x), (2.52)

t = 0 : u = ϕ(x), ut = ψ(x), (2.53)

x = 0 : u = γ1(t), (2.54)

x = L : u = γ2(t). (2.55)
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在这里除了我们要求函数ϕ(x), ψ(x), f(x)满足前面所给出的条件外，我们还假

设γ1(t), γ2(t)具有二阶连续导数，且满足

γ1(0) = γ2(0) = 0.

利用叠加原理，初边值问题(2.52)-(2.55)可以分解成定解问题(2.14)，定解问题(2.15)以

及

ztt − c2zxx = 0, (2.56)

t = 0 : z = 0, zt = 0, (2.57)

x = 0 : z = γ1(t), (2.58)

x = L : z = γ2(t). (2.59)

而定解问题(2.52)-(2.55)的解为

u = v + w + z.

下面我们只需求解定解问题(2.56)-(2.59)。实际上，通过适当的未知函数变换，定解

问题(2.56)-(2.59) 可以归结为定解问题(2.14)和(2.15)来求解。事实上，令

Z(t, x) = γ1(t) +
x

L
(γ2(t)− γ1(t)). (2.60)

显然，Z = Z(t, x)是一个满足边界条件(2.58)和(2.59)的函数。通过变换

U(t, x) = z(t, x)− Z(t, x) (2.61)

引入新的未知函数U，容易验证U = U(t, x)满足

Utt − c2Uxx = −γ′′1 (t)− x

L
(γ′′2 (t)− γ′′1 (t)) (2.62)

以及非齐次初始条件

t = 0 :
U = z(0, x)− Z(0, x) = −γ1(0)− x

L
(γ2(0)− γ1(0)),

Ut = zt(0, x)− Zt(0, x) = −γ′1(0)− x

L
(γ′2(0)− γ′1(0)).

(2.63)

显然，U同时满足齐次边界条件。于是，利用叠加原理和前述方法可求出U，进而利

用(2.61)式得到初边值问题(2.56) -(2.59)的解

z(t, x) = U(t, x) + Z(t, x). (2.64)
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习 题

1. 用分离变量法求解：

(1)





∂2u

∂t2
− c2∂2u

∂x2
= 0,

u|t=0 = sin
3πx

L
, ut|t=0 = x(L− x),

x = 0 : u = 0,

x = L : u = 0;

(2)





∂2u

∂t2
− c2∂2u

∂x2
= 0,

u(0, t) = 0,
∂u

∂x
(L, t) = 0,

u(x, 0) =
h

L
x,

∂u

∂t
(x, 0) = 0.

2. 设弹簧一端固定，一端在外力作用下作周期振动，此时定解问题归结为



∂2u

∂t2
= c2∂2u

∂x2

u(0, t) = 0, u(l, t) = A sin ωt,

u(x, 0) =
∂u

∂t
(x, 0) = 0.

求解此问题。

3. 求弦振动方程

utt − c2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0

满足以下定解条件的解：

(1) u|x=0 = ux|x=l = 0

u|t=0 = sin
3

2l
πx, ut|t=0 = sin

5

2l
πx.

(2) ux|x=0 = ux|x=l = 0,

u|t=0 = x, ut|t=0 = 0.

4. 用分离变量法求解初边值问题：



utt − c2uxx = g, 0 < x < l, t > 0,

u|x=0 = ux|x=l = 0,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = sin
πx

2l
,
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其中g为常数。

5. 用分离变量法求下面问题的解：





∂2u

∂t2
= c2∂2u

∂x2
+ bshx,

u|t=0 =
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0,

u|x=0 = u|x=l = 0.

6. 用分离变量法求下面问题的解：





∂2u

∂t2
+ 2b

∂u

∂t
= c2∂2u

∂x2
(b > 0),

u|x=0 = u|x=l = 0,

u|t=0 =
h

l
x,

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.
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